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SINOPSE
O ob je t ivo  deste t raba lho  e desenvolver um processo de 
automação, fazendo uso de computadores e le t rô n ico s ,  no cã leu lo 
das a l t i t u d e s  medias dos compartimentos das zonas de Hayford,que 
nos permite obter as reduções de Bouquer e i s o s ta t ic a  nas redu­
ções g ra v im é t r ic a s .
A d if icu ldalde a t i  então encontrada re s id ia  na obtenção 
das a l t i t u d e s  medias oue se faz ia  Dor um processo manual, moroso 
e de certa forma sub je t i vo .
Invest igações foram efetuadas no sentido de se encon­
t r a r  uma equação matemática rep resen ta t iva  de uma região da su­
p e r f íc ie  t e r r e s t r e .
Baseando-se em uma f a m í l ia  de quãdricas, supe r f íc ies  
de segunda ordem, e através de informações da a l t im e t r i a ,  como 
cumes de morro ou montanhas, depressões, canais de drenagem etc, 
HARDY [02] determinou uma equação que representa a topograf ia  de 
uma região t e r r e s t r e .
Foram fe i ta s  aná l ises  ouanto ao número de pontos fundja 
mentais, pontos que definem a a l t im e t r i a ,  necessários a de te rm i­
nação da equação da topog ra f ia ,  cheaando-se ã conclusão que i  um 
fa to r  dependente da área em estudo, da hab i l idade do usuár io , do 
método e do grau de precisão das a l t i t u d e s  desejadas.
Como o in te resse  res ide no cá lcu lo de a l t i t u d e s  médias, 
o método mostrou-se cons is tente  e ace i táve l  para o ca lcu lo  das 
correções do te r reno .
SYNOPSIS
I t  is  very we l l  known tha t  f o r  g ra v im e t r ic  reduct ions 
the average heights of the Hayford's zones compartments are 
needed.
Up to now the a t ta inment of average heights has been 
made by a manual process which is lengthy and sometimes 
sub jec t ive .
The aim of th is  paper is  to develop a process of 
automation using el ectronic computers to obta in average he ights.
In ve s t ig a t io n s  were made in order to find a 
mathematical equation rep resen t ing  a t e r r e s t r i a l  surface. By 
using quadr ic 's  f a m i l y ,  and in fo rmat ion given by a l t im e t r y ,  
l i k e  h i l l t o p s ,  saddles, depressions, drainage ju n c t io n s ,  etc., 
an equation was es tab l ished which represents the topographic 
equation. The conclusion was th a t  i t  depends on the shape of 
the area of study, the user's  s k i l l ,  and the desired degree of 
accuracy in e le va t ion .
Because the in t e r e s t  l i e s  only in  the average heights 
the method proved to be r e l i a b l e  and acceptable fo r  t e r r a i n  
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I MT RO D UÇ AO
Dentre as reduções ara v im é t r ic a s , a redução de Bouguer 
no tocante a correção do te r reno ( Ge lânderedukt ion), a redução 
is o s ta t ic a  e a topo- isos tã t ica  são as oue aoresentam o maior l a ­
bor e morosidade em suas obtenções.
0 maior Droblema res ide na obtenção das a l t i t u d e s  mé­
dias dos compartimentos das zonas l i t e r a i s  ou numeradas de Hayford, 
uma vez que de posse das mesmas, tabelas ou fórmulas nos fo rne­
cem as re fe r id as  reduções.
Em regiões não montanhosas, como e o caso do B r a s i l ,  a 
correção do te rreno e aeralmente negl igenc iada. En t re tan to ,  ta l  
fato não pode ser admit ido posto que atualmente existem gravTme- 
tros como o LaCoste & Romberg que nos fornecem l e i t u r a s  do déc i­
mo de mi l i g a i .  Levantamentos efetuados na região de C u r i t ib a ,  a]_ 
t i t u d e  média de 900m, mostraram uma correção da ordem de 0,4mgal 
[0l] o que s ig n i f i c a  que a Gelãnderedukt ion deve ser considerada.
A f a l t a  de cartas topogrãficas e, t a l v e z ,  devido a mo­
rosidade e ao es ta fan te  t raba lho  manual na obtenção das a l t i t u ­
des médias dos compartimentos das zonas de Hayford, a correção 
do te rreno tenha sido desprezada. Em face disso, estudamos aqui 
um processo que automatiza a obtenção destas a l t i t u d e s ,  fazendo 
uso de computadores e le t rô n ico s .
Uma das maneiras de a t i n g i r  o ob je t i vo  proposto é o de 
adotar uma equação que defina a superfTc ie  topográf ica da região 
que se deseja estudar. Sendo a superfTc ie  t e r r e s t r e  muito i r reg j j  
l a r ,  a sua representação através de uma equação sera apenas uma
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aproximação da mesma.
A p a r t i r  do estudo das supe r f íc ie s  de segunda ordem, as 
quãdricas, HARDY [02] obteve um modelo de s u p e r f íc ie  representat i_ 
va da topograf ia  de uma região.
Das fam í l ia s  de quãdricas, aquela inves t igada por HARDY 
foi o hiDerbolÕide de duas fo lhas ,  onde fez o termo independente 
ser nulo, o que fornece a eouação de uma fa m í l ia  de cones c i r c u l ^  
res re tos .  Baseados nesta equação, definimos a equação multiquãdn_ 
ca oue representa a s up e r f íc ie  topoqrã f ica .
Para se obter a equação da topogra f ia  necessitamos, ob­
viamente, de informações sobre a a l t im e t r i a  da ãrea a ser rep re ­
sentada pela mesma. Essas informações seriam dadas por alguns po_n 
tos s ig n i f i c a t i v o s  dessa area a fim de p e rm i t i r  a geração dos coe 
f ic ie n te s  da equação. A escolha desses pontos é fundamental na ob 
tenção da equação da topog ra f ia .
Uma vez def in idos os parâmetros do modelo matemático da 






Uma das aplicacões do modelo matemático da s up e r f íc ie  
topográf ica adotado consiste em ca lc u la r  a correção do te r reno 
nas reduções g ra v im é t r ic a s .
0 ob je t ivo  deste t raba lho é u t i l i z a r  ta l  modelo [02] 
na correção acima c i tada ,  lembrando, norem, que podemos ap l icã- 
-lo em outros propósitos.
Veremos, neste c ap í tu lo ,  um resumo das reduções gravj_ 
métr icas que nos s e r v i r á  de apoio teó r ico .
Quando enfocamos o oroblema das reduções grav imetr icas 
devemos nos repo r ta r  a Geodesia F ís ica  oue tem como ob je t ivos  
p r in c ipa is  a determinação das componentes do desvio da v e r t i c a l  
(Ç,n) e das ondulações do aeÕide. Em ambos os casos necessitamos 
conhecer a anomalia da gravidade.
A anomalia da gravidade e de f in ida  como sendo A g = g g -Y, 
i s to  e, a d iferença en tre o va lo r  de g reduzido ao geõide e o 
va lo r  de y calculado sobre o e l ip sõ ide  de revolução tomado como 
re fe rênc ia .  Enquanto y ( v a lo r  da gravidade na s u p e r f íc ie  do e- 
1i ps Õ i de de re fe rênc ia )  e um va lo r  que pode ser obtido através 
do ca lcu lo ,  g ê um va lo r  que deve ser medido sobre a s up e r f íc ie  
rea l da Terra e reduzido ao geõide.
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Desenvolveremos aqu i,  resumidamente, alguns topicos da 
Teoria do Potencial para que possamos te r  uma visão mais global 
dos conceitos envolv idos na anomalia da gravidade.
2. LEI DA GRAVITAÇflO UNIVERSAL
A Lei da Gravitação Universa l de NEWTON estabelece que 
"cada p a r t íc u la  no universo a t r a i  outra com uma força que ? d i r ^  
tamente proporcional ao oroduto de suas massas e inversamente 
proporcional ao quadrado da d is tânc ia  entre e las ;  a direção da 
força s itua-se na re ta  que une as duas p a r t í c u la s "  [05] .
Como podemos observar' a l e i  de NEWTON fo i estabe lec ida 
em termos de p a r t íc u la s  (massa puntiforme ou ponto m a te r ia l )  ouan_ 
do na rea l idade temos que t r a t a r ,  não com p a r t í c u la s ,  mas com cor̂  
pos m a te r ia is ,  ou se ja ,  com uma d is t r ib u iç ã o  contínua de matéria. 
Assim, devemos ampl ia r  o estabe lec ido na l e i  de NEWTON da seguij i 
te maneira:
"Sejam dados dois corpos, dividamo-los em partes e l e ­
mentares, a maneira do ca lcu lo i n t e g r a l ,  e, a inda, seja a massa 
de cada elemento observada como concentrada em seu centro de grâ  
vidade. Então a atração que cada corpo exerce sobre outro é o H  
mite da atração que o sistema de p a r t íc u la s  correspondente exe r­
ce sobre o segundo sistema de pa r t íc u la s  quando a d is tânc ia  en­
t re  os elementos tenda a zero" [0 5].
Consideremos um corpo mate r ia l  e uma p a r t í c u la  de ma£ 
sas M e m respectivamente, afastados en t re  si de uma certa distâji 
c ia . Se o corpo de massa M fo r  d iv id id o  em elementos de massas 
dm, cada elemento sera a t ra ído  em direção a m por uma força dF. 
Assim, a força to ta l  do sistema sera:
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F = /  dF ( 2 . 1 )
J\j
A in teg ra l  estende-se sobre todo o corno de volume V̂ . Podemos,ain^ 
da, escrever:
c GmM
r = “ k—
R
onde G e a constante un ive rsa l  da grav i tação e R a d is tânc ia  que 
separa m e o centro de gravidade de M.
3. CAMPO GRAVITACIONAL
Seja um sistema de eixos cartes ianos t r i-o r togona is .As  
componentes da. força gra vi tac i  onal F, segundo as direções x, y e 
z que atuam sobre uma p a r t íc u la  de massa u n i t á r i a  em um ponto P 






f  s i y .' )■ Pdv
Jv r




V ( X - X ' ) 2 + (y-y’ )2 + ( Z - Z ' ) 2
x ' ,  y' e z' são as coordenadas do elemento de massa
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dv = dx' dy' dz ' ;  e 
p = a densidade do corpo no nonto ( x ^ y ^ z ' ) .
4 . . POTENCIAL GRAVITACIONAL
Definimos potencia l ara vi t a c i onal a função esca la r
( 4 . 1 )
onde r  e a d is tânc ia  en tre o elemento de massa dm = p d x ^ y ^ z '  e 
um ponto mate r ia l  de massa u n i t á r i a  de coordenadas x , y , z  e G a
constante un ive rsa l  de atração que sõ depende do sistema de unida, 
de empregado.
A função V assim de f in ida  depende das coordenadas ( x ,y ,z) 
(não de x ^ y ^ z ' ) ,  is to  é, V e uma função do ponto a t ra íd o .
A d ife rença de potencia l g rav i t a c i onal en t re  duas posi­
ções nos fornece o t raba lho  rea l izado  auando transportarmos uma 
pa r t íc u la  de uma posição para a ou t ra .
AV = V ( x 2 »y 2  >z 2 ) ~ V(x-| »y*j »2  ̂)
Tal fato nos mostra o s ig n i f ic ado  f í s i c o  da função po­
tenc ia l  .
Derivando parc ia lmente V=V(x,y ,z)  em relação a x,y e z
vem:
Da mesma maneira:
( 4 . 2 )
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9V „ f  ( 2 - 2 ')
Tz = " Gm J  --- 2—  pdv
v r
vemos que
Comparando as equações ( a .2 ) com as (3 .1 ) ,  temos
—  = F —  = F ~ = F  (4 3)
9x x 9y y 9z z
Lembrando-se que
g rad A  =VA  . (4.4)
«r,d v ‘ %  T + §7 J + I ?  * (4-5>
ou seja
grad V = Fx T + Fy j  + Fz £ (4.6)
grad V = t
i s to  e, as derivadas pa rc ia is  segundo os eixos coordenados r e ­
presentam as componentes do veto r  t  ( força de atração) segundo 
os mesmos eixos.
A gravidade da Terra  consiste de duas pa r tes ,  uma de v i­
da a l e i  da grav i tação un ive rsa l  ( p r i n c ip a l )  e a outra devida a 
força cen t r í fuga  de rotação da Te r ra .  Desta maneira o potencial 
da gravidade ou geoDOtencial W sera a soma do potencia l  g rav i tado  
nal V e do potencia l cen t r í fugo  Q:
W = V + 0 (4.7)
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0 oradi ente de W nos fornece o veto r  gravidade g
q - grad W ( & .8)
Convem destacar que geopotenri a-! é o notencia l ve r­
dadeiro decorrente das massas te r r e s t r e s  e da rotação do n laneta.
As suoerfTcies W(x,y ,z)  = const nas quais o geonoten-
c ia l  W e constante, são chamadas de superfTcies eou ipotenc ia is  ou
supe r f íc ies  de nTvel e a gravidade g é nernend icu la r  a estas su- 
perfTci es.
A s u p e r f íc ie  eou ino tenc ia l  que coincide com o níve"> mé­
dio dos mares e chamada de geõi de (W ). Tal s u p e r f íc ie  e fundame_n
ta l  para os propósitos da Geodésia F ís ica .
Definamos, agora, o conceito da grav i dade normal.
Seja um e l ip so ide  de revolução ao qual se a t r i b u i  a me£
ma massa e a mesma velocidade de rotação da Terra  rea l e oue pos­
sua um potencial U=const em sua s u p e r f íc ie .  A este e l ip so ide  da­
mos o nome de Terra normal [01].
Para oue possamos d i f e re n c ia r  o no tenc ia l  da Terra rea l 
do da Terra normal, definimos es fe ropotenc ia l  ]J como sendo o po­
tenc ia l  de atração (Z) mais o potencia l  cen t r i fugo  da Terra  nor­
mal (Q ), U = Z + 0.
Desta maneira o ve to r  da gravidade normal f ic a  de f in ida
como
Y = ara d UQ
onde U0 é o esfe ropotenc ia l  na s u p e r f íc ie  da Terra  normal.
Esferopes são supe r f íc ie s  eou ipo tenc ia is  do campo da 
gravi dade normal.
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5. ANOMALIA DA GRAVIDADE
Tomemos um ponto P sobre o geõide (WQ) e sua projeção 
P' sobre o esferope (UQ) e consideremos os respect ivos vetores 
da gravidade g"̂  e definimos como ve to r  anomalia da g rav ida­
de ao vetor
a"* -*■
A9 = 9p - Ypt 
E de anomalia da gravidade o esca la r
Ag = 9p - YP . (5.1 )
ou se ja ,  anomalia da gravidade ? a d ife rença en tre  as in tens ida- 
des dos vetores da gravidade rea l  em P e da gravidade normal em 
P', conforme mostra a f ig .  1.
0 angu! o(i) formado entre as normais ao geõide ( v e r t i c a l )  
e ao esferope UQ (normal) e chamado de desvio da v e r t i c a l . E a 
separação ( N )entreas duas s u p e r f íc ie s ,  ao lonoo da normal, e deno­
minada de ondulação ou a 1 t i  tude geoida 1 .
Fig. I —  Geóide e o eiipsóide de referência
6. REDUÇÕES GRAVIMETPvICAS
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A a l t i t u d e  geoidal va r ia  aproximadamente en tre os va lo ­
res -50 a + 50m, o que nos permite comparar os va lores da g rav ida­
de tomados sòbre o geoide e o e l ipsÕ ide .
A separação entre a superfTc ie  fTs ica da Terra  (superfT 
cie topográf ica) e a superfTc ie do geõide at inge va lores de ate 
8000m, imposs ib i l i tando-nos estabe lecer comparação entre os va lo ­
res da gravidade sobre as mesmas. Por esta razão devemos e fe tua r  
a redução, do va lo r  da gravidade £ medido sobre a superfTc ie  fTs_i_ 
ca da Te r ra ,  ao geoide, o que permite ao geodesista u t i l i z a r  a a-
nomalia da gravidade como ferramenta de t raba lho .  As massas topo­
gráf icas ex is ten tes  acima do nTvel médio dos mares nos conduzem a 
d i fe ren tes  mitodos de redução que dependem de como essas massas 
são t ra tadas .
As reduções g rav imé tr icas  nos au x i l iam  em dois p ropósi­
tos p r in c ip a is  [03]:
a) determinação do geoide;
b) invest igação da crosta t e r r e s t r e .
Essas reduções são de in te resse  para os geodesistas,geõ 
logos e geofTsicos dependendo do propósito de cada um. A p r ime ira  
é de natureza geodésica e a segunda in te ressa  a GeofTsica e a Ge£ 
log ia ,  que estudam a es t ru tu ra  da crosta t e r r e s t r e  e a localização 
de depósitos m ine ra is .
Dependendo da precisão e da maneira pela qual consider^ 
mos o e fe i to  da atração das massas topográf icas e outros peque­
nos e fe i to s ,  temos as seguintes reduções:
I )  reduções não- isos tá t icas :
a) redução do a r - l i v r e  ( f r e e - a i r  reduc t ions ) ;
b) redução de Bouguer;
c) redução de Rudski;
d) redução de Helmert,
I I )  reduções is o s tã t ic a s :
a) redução de P ra t t-Hay fo rd ;
b) redução de A i ry-He iskanen;
c) redução de Veni ng-Mei nes z ;
d) e fe i to  in d i r e to  ou correção de Bowie.
6.1. Redução do a r - l i v r e  ( f r e e - a i r  reduct ion)
Vimos que a anomalia da gravidade fo i de f in ida  como seji
do:
Ag = g0 - y
onde gQ i  o va lo r  observado e reduzido ao geõide.
A redução do a r - l i v r e  recebe este nome porque a mesma 
somente leva em consideração a a l t i t u d e  da estação sem se preo­
cupar com as massas ex is ten tes  en tre  a estação e o geÕide. Bas­
tando para is to  conhecermos o grad ien te v e r t i c a l  da gravidade 
(dg/dn) e m u l t ip l ic a - lo  pela a l t i t u d e  da estação. Veja f i n .  ?.
Quanto maior a a l t i t u d e  de um ponto tanto menor o va­
lo r  da gravidade neste ponto devido ao fa to de haver um a fa s ta ­
mento das massas a t raentes e um aumento na força cen t r í fuga  que 
i  con t rã r ia  a direção de g, apesar desta ú l t ima ser pequena com 
parada com a p r im e i ra .
Consideremos a Terra es fé r ica  e desprezando o e fe i to  
da força c en t r í fu ga ,  temos:
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sendo M e R a massa e o ra io  da Te r ra .
1 2
A gravidade g no ponto P, de a l t i t u d e  h, e igaa l
g = g —ü  ? = G - í l ( l - 2 Í + 3 i 4  '  • • • )  (6 .1 .1 )
( R+h ) FT V R R )
OU
9 - 90 î ÿ
Desta maneira, a correção do a r - l i v r e  serã:
0 segundo termo da (6 .1 .2 )  pode ser negl igenciado, ex­
ceto para a l t i t u d e s  acima de 2000m.
Em regiões não montanhosas podemos seguramente usar a
(6 .1 .2) s ubs t i tu íd a  pelos va lores numéricos e acrescida do e f e i ­
to da força cen t r í fuga ,  como segue:
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= + 0,3086 h maal (6 .1 .3 )
sendo h medido em metros.
A correção do a r - l i v r e  e também freqüentemente chamada 
"correção de FAYE".
6.2. Redução de BOUGUER
A leg i t im idade  da fórmula de STOKES exiae a in e x i s tê n ­
cia de massas externas ao aeõide.
0 ob je t ivo  da correção de BOUGUER e exatamente remover 
o e fe i to  a t r a t i v o  dessas massas, is to  é, remover matematicamente 
as massas ex is ten tes  en tre a s u p e r f íc ie  t e r r e s t r e  e o geõide.
Um nonto m a te r ia l  da s up e r f íc ie  f í s i c a  da Terra f ica  
s u je i t o  ã atração das massas i n t e r i o r e s  ao geõide e das massas 
externas ao mesmo (massas topog rá f icas ) .  A remoção das massas to 
ooqrãf icas imp l ica na subtração desta correção do v a lo r  observa­
do de g .
Admitamos que a região ao redor da estação g rav imê t r i-  
ca P seja completamente plana e h o r i z o n ta l ,  como mostra fa f i g . 3 ,  
e que as massas s ituadas en tre  o qeÕideea supe rf íc ie  t e r r e s t r e  
tenham densidade (p) constante. Entendemos a região ao redor da 
estação como sendo um p la tô  ho r izon ta l  de espessura Ji cujo polo 
e a estação. A componente v e r t i c a l  da atração exercida por es­
te p la tô  aproxima-se sensivelmente da que se r ia  produzida 
por uma "calo ta" es fé r ica  com ra io  R = 166,7km.
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p
Fig. 3 —  Ptofc de Bouguer e “Calota" esférico
Consi deremos Hjm Dlano ho r izon ta l  que passa pela es ta­
ção P, mostrado na f iq .  4, t a l  que e x is ta  um platÔ en tre  o ponto 
£ de massa u n i t á r i a  e o qeÕide. A atração dA da massa elementar 
dm sobre o ponto m a te r ia l  P pode ser  obtida fac i lmente  através 
das coordenadas c i l í n d r i c a s :
df = G 4Ç (6 .2 .1 )
d
onde d e a d is tânc ia  de dm ate P.
1 5
0 elemento de massa sera
dm = prdrd0dz
onde p 5 a densi dade .
Portanto , a (6 .2 .1 )  torna-se
ou
(6 .2 .2 )
A componente v e r t i c a l  desta atração Í :
dA = df seng = Gp —  £dij rd r  (6 .2 .3 )
d
. r „ dQzdzrdr , c „ „,
dA = Gp--- (6 .2 .4)
< r2+z2)
2 2 2 
v is to  que d = r  +z .
Ao tomarmos um compartimento pr ismát ico de a l t u r a  h e 
seção t ransve rsa l  de f in ida  por dois arcos de c i rcun fe rênc ias  con 
centr icas de ra ios  r^ e ^  e duas retas convergentes em P de azj_
mute 0̂  e 02 a (6 .2 .4 )  nos fornece a comoonente v e r t i c a l  de atna
ção A:
f e2 fh f r ? 2 2 -3/2
A = Gp1 d0 I zdz 1 r ( r  +z ) dr (6 .2 .5 )
Je1 Jo J r }
Escolhendo convenientemente os l im i t e s  de in tegração e 
fazendo r^ = 0 e v a r i a r  ate o i n f i n i t o ,  temos que a i n t e g r a l :
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e portanto
r  ( r 2+z2)
-3/2






d0 dz ( 6 . 2 .6 )
ou
A = 2irGph (6 .2 .7 )
- 3
Assumindo p=2,67gcm como o v a lo r  medio da densidade
- 8 -1 3 - 2
da crosta t e r r e s t r e  e G=6,67 x 10 g cm s como o v a lo r  da cons 
tante un ive rsa l  da g rav i tação ,  temos:
A = 0 ,1118h ( 6 . 2 .8 )
sendo h medido em metros e A em mi l i g a i .
A t i  aqui admitimos um p la tô ho r izon ta l  e " i n f i n i t o "  
sem levarmos em consideração a curva tu ra  da Te r ra .  Devemos, pois, 
t ransformar esse p latô numa "ca lo ta "  de mesma espessura de ra io  
166,7km com centro na estação g r a v im i t r i c a . Chamando de B esta 
correção, a redução de BOUGUER torna-se:
CB =
(A+B) (6 .2 .9 )
Tomamos o ra io  166,7km, a rb i t r a r i a m e n te ,  e o mesmo 
coincide com o ra io  máximo das zonas l i t e r a i s  de Hayford, ou se­
j a ,  consideram-se as massas topográf icas da região próxima da e£ 
tação como sendo aquelas contidas na r e fe r id a  ca lo ta .
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Consideraremos d o s te r io rmen te  a contr ibu ição das massas 
topoqrãf icas e x te r io re s  à ca lota juntamente com a correção iscs ta  
t i  ca.
Lembrando que admitimos uma calota de espessura constan 
te ;  Dorem a s up e r f íc ie  t e r r e s t r e  sendo i r r e o u l a r  orovoca uma a l te  
ração na correcão de ROUGUEP, no rtan to  devemos ainda, e fe tua r  uma 
correção devido a essas i r r e q u 1aridades topoa rã f ic as , chamada 
correção do te r reno  (Gel í lnderedukt i on ) .
Pueremos chamar a atenção dos le i t o r e s  para o fa to da 
maior ia dos autores nea l iq enc ia r  a r e fe r id a  correção. Concordamos 
que a mesma seja extremamente labor iosa  na sua obtenção e o consu 
mo de tempo para ta l  é bastante qrande. Concordamos ainda, que a 
mesma at inoe va lores não desprez íve is  em reoiões não montanhosas. 
Levantamentos efetuados na reqião de C u r i t i b a ,  reqião re la t ivamen 
te plana de a l t i t u d e  média de 900m, encontrou-se uma correção da 
ordem de 0,4mgal [O lJ .
Ser ia  j u s t i f i c á v e l  neqliqenciarmos tal correção no caso 
da in e x is tê nc ia  de mapas ou ainda não fosse a precisão das medi­
das oferecida pelos modernos qrav ímetros que nos permitem l e i t u ­
ras ate Ojlmqal. Desta maneira, devemos le va r  em conta a i n f l u ê n ­
cia das i r r e q u l  aridades topográf icas (Ge lãnderedukt ion) se q u is e r ­
mos r igoros idade no cá lcu lo  da correção de BOUGUEP.
0 p ropós ito  deste t raba lho  ê exatamente encontrar um 
método oelo qual automatizemos as técnicas de obtenção da co r re ­
cão do te r reno ,  reduzindo o tempo e o f a s t id io so  orocesso manual 
ate aqora por nos usado.
Consideremos uma estação P na s u o e r f íc ie  t e r r e s t r e  cuja
a l t i t u d e  h„ coincida com a espessura da ca lota de BOUGUEP (f ig .5 ) ,
P
As massas da região B devem ser e l iminadas e, po r tan to ,aca r re ta rão
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um aumento no va lo r  de g na estação P. Por outro lado, na região 
A a calota de Bouguer e l im inou massas que não ex is t iam , logo, d£ 
vemos ad ic iona r  massas nessa reg ião, ocasionando novamente um i j i  
cremento em g. Assim, a correção do te rreno 5 sempre p o s i t i v a .
0 ca lcu lo  da correção do te r reno se faz d iv id indo  o 
terreno em zonas por meio de c i rcun fe rênc ias  c o n c in t r ic a s , deno­
minadas zonas de Hayford, cujos ra ios  foram f ixados por HAYFORD 
a rb i t ra r iam en te  com o ob je t iv o  de s im p l i f i c a r  as reduções isostãti_ 
cas e mantidos ate agora por simples t rad ição .  Estas zonas são dividi-
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das em compartimentos. Calcula-se a a l t i t u d e  média de cada compar 
timento e, então, e computada a a|ração das massas que deverão 
ser e l im inadas ou adicionadas en tre  a estacão e o compartimento 
de a l t i t u d e  media Jh. A somatória das atrações devida a cada com­
part imento nos dã a in f lu ê nc ia  to t a l  da zona sobre P.
cal da atração das massas consideradas, a qual é fornecida nela 
(6 .2 .5) tomando-se convenientemente os in te r v a lo s  de in teoração.
A correção do te r reno  serã dada pela comnonente ve r t i-
onde h = hp-h .
Fig. 6 —  Correção do terreno
Tomemos um compartimento de a l t i t u d e  h acima da es ta­
cão, como mostra a f io u ra  6. 0 v a lo r  de C re fe ren te  ã zona
c i r c u l a r  de a l t i t u d e  média h serã:
2 0
C = Gp r . . / ( - 1 ) 




fZv f  fJ d9J
~ ~ m  +( Rí j+z )
1
“ T P 77
( R 2+z )
zdz
f  2tt 
C * Gp I dô 
Jo
,2 . - 2 1 / 2 2 , . 2- ( R 2+ z  ) + ( R^+z )
1 / 2
C = 2 ttGp .2, r 2
1 / 2 2 . - 2
( R1+ H ) - ( R2+ h )
1 / 2
( 6 . 2 . 1 0 )
0 cansat ivo t raba lho  encontradp na correção do te r reno  
consiste es t r i tamen te  na obtenção da a l l i t u d e  média do compart i­
mento uma vez que a mesma é consequida através de ca r tas ,  por um 
processo alqo s ub je t i v o ,  dependendo do operador.
A grande vantagem do método proposto res ide na possibj_ 
l idade de obtermos a a l t i t u d e  de quantos pontos queiramos a t r a ­
vés de uma expressão matemática.
Não sõ na correção do te r reno  o ca lcu lo  da a l t i t u d e  mé 
dia dos compartimentos é problema c ap i ta l  para as reduções qravj^ 
métr icas,  também a correção is o s tã t ic a  depara-se com o mesmo t i ­
po de d i f icu ldade .  Apesar de estarmos neste t raba lho  com o ob je­
t i v o  de obter a correção do t e r r e n o , alertamos o l e i t o r  que o 
mesmo pode se e x t ra p o la r  para a r e fe r id a  correção.
Vimos até aqui que a correrão de Bruguer é cons t i tu ída  
de t rês  partes:
CB = -A -B +C
sendo £ a componente v e r t i c a l  da atração exercida pelo p la tô  ho­
r i z o n t a l ,  £ converte o p la tô  na ca lo ta e C a correção do terreno.
6.3 Reduções is o s tã t ic a s
Em meados do século XIX, quando se faz ia  uma rede de 
t r iangu lação no H imala ia , Tndia, ve r i f icou-se  a ex is tênc ia  de uma 
diferença entre as l a t i t u d e s  geodésicas e as astronômicas, dos 
vé r t ices  K.aliana, no sope do H ima la ia ,  e Kal iampur 600km ao su l .  
Devido a grande precisão da rede de t r ia n q u la ç ã o , um desvio de 
5" encontrado não podia ser ace i to .
J.H. PPATT, estudando esta discreoãncia , cheaou à con­
clusão que a atração do Himala ia sobre Kal iana era a razão p r i n ­
c ipa l do fenômeno. Foi assim que aoÕs os cãlcujos efetuados ob­
servou que a d ife rença dever ia ser de 15" e não apenas 5". Fste 
resu l tado era algo novo e mostrava que 2/3 da atração ho r izon ta l  
do Himala ia sobre estas estações deviam ser compensados nor uma 
de f ic iênc ia  de massa loca l izada  sob a c o rd i l h e i r a .
Por este prisma su rg iu  a iso s ta s ia  que estabelece a 
ex is tênc ia  de um estado de e q u i l í b r i o  da crosta t e r r e s t r e  devido 
ã in f lu ênc ia  da gravidade.
A compensação do excesso ou de f ic iênc ia  de massa (con­
t inen tes  e oceanos resDect ivãmente) em relação ao geÕide pela de­
f ic iê n c ia  ou excesso de densidade abaixo de ta l  s u o e r f íc ie ,  ê 
chamada de compensação is o s ta t ic a .
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Quando, numa região, o e q u i l í b r i o  is o s tã t ic o  fo i a t i n ­
gido completamente, ta l  região ê d i ta  compensada; sub-compensada 
quando o e q u i l í b r i o  ainda não se completou e super-compensada se 
o e q u i l í b r i o  fo i u l t rapassado.
A isos tas ia  torna-se, então, urna ferramenta de grande 
va l ia  para a Geodêsia r í s i c a  proporcionando-nos a t rans fe rênc ia  
de massas topográficas para o i n t e r i o r  do geõide, admitindo-se 
que o e q u i l í b r i o  completo fora a t ing ido .  Is to  f e i t o ,  podemos a- 
p l i c a r  o teorema de STOKES que exige a não ex is tênc ia  de massas 
externas ao geõide.
6.3.1 Redução de PRATT-HAYFORD
PRATT esboçou o sistema is o s ta t ic o  que leva o seu nome 
o qual foi colocado sob a forma a n a l í t i c a  por HAYFORD que usou 
ta l  sistema metodicamente com propósitos geodésicos. Postulando 
a igualdade en tre as massas topográficas e as chamadas "massas 
de compensação" que se estendem do geõide ate uma determinada pro 
fundidade denominada profundidade de compensação, PRATT estabe­
leceu o e q u i l í b r i o  i s o s ta t ic o  através da compensação is o s tã t ic a .
Admitindo-se blocos pr ismáticos de seção u n i t á r i a ,  se­
jam eles con t inen ta is ,  l i to râneos  ou oceânicos, de l im itados i n ­
fer io rmente pela " s up e r f íc ie  de compensação" de profundidade H, 
os mesmos conteriam a mesma massa.
0 p r in c íp io  i  i l u s t r a d o  na f ig u ra  7.
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Seja H a profundidade do n íve l  dp comnensação, contado 
a p a r t i r  do geõide e p a densidade da coluna de a l tu ra  H sub ja ­
cente ao geõide. Sendo p̂  a densidade da coluna de a l tu ra  h (on ­
de h ? a a l tu ra  das massas to n o o rã f i c a s ) ,  a i s o s ta s ia  nos permi­
te es tabe lecer  a sequinte igualdade
Hp'  = -  hp-j ( 6 . 3 . 1  .1 )
onde p ' = pi - p denominada densidade de comnensação.
A (6 .3 .1 .1 )  expmssa a condicão de igualdade das mas­
sas topográf icas e as correspondentes massas He comoensaeão.
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0 ' = ~ JT P i ( 6 .3 .1  .<rr)
OU
Fm um "bloco oceânico" He profundidade h *, a condição 
de igualdade de massa e expressa como:
h' (p r p2) = ( H-h ') ( p1 -p^) ( F . 3.1.4)
onde p2  é a densidade das anuas dos mares e p^ a densidade da co
1 una de a 1tura ( H-h' ) .
Assim, deve e x i s t i r  uma maior concentração de massas 
sob o l e i t o  dos oceanos, nortanto hã um excesso de massa sob os 
mesmos. A densidade de compensação ê dada por:
P — ( P i ” P 3 ) —  ̂i ( p ,]“ Pp) ( f i . 3 . 1 . 5 )
As (6 .3 .1 .1 )  e (6 .3 .1 .5 )  não levam em considerarão a 
convergência das v e r t i c a i s  e também a var iação de g com a profun 
didade e, po rtan to ,  são aoroximadas.
A correção is o s ta t ic a  consiste em duas partes:
a) aquela devido as massas de compensação das zonas lj_
te ra is  uma vez <l ue as massas topográf icas destas zonas jã
foram consideradas na correção de Bouguer;
b) aquela devido tanto às massas de compensação como
as massas topográficas das zonas numeradas de Hayford (CT IN ), cta
mada correção topo-i sos t.ãti ca .
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Temos, assim, a correção is os t a t i  ca
Cj = + C-p j jyj (6 .3 .1 .6 )
6.3.2 Redução de AIPY-HEISKANEN
Um sistema is o s tã t ic o  comD1etamente d i fe re n te  do s is te  
ma de PPATT fo i  Droposto Dor AIRY e modificado por HEISKANEN, co 
nhecido atualmente como s i stema de AI PY-HEISKANEN.
A f i a u ra  abaixo i l u s t r a  o p r in c íp io .
T«30Km
Fig. 8 — Modoto Atry He/skanen
A densidade da crosta e considerada constante, o con­
t r a r i o  ocorrendo com a profundidade de comnensacão. A l i t o s f e r a  
é suposta f l u t u a r  sobre uma camada (o maqma) t.ambém considerada 
de densidade constante. Desta maneira quanto mais a l t o  o r e ­
levo mais profunda é a sua " r a i z "  (oa rte  que merqulba no maama). 
Sob os oceanos forma-se uma " a n t i - r a i z " ,  ou se ja ,  o s ia l  se adel
3
qaça. A " r a i z "  (densidade = 2 ,67o/cm 1 ocuoa o luaa r  ma te r ia l
3
mais pesado (densidade = 3,27q/cm) de maneira que o excesso da
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montanha e compensado. 0 inverso acontecendo sob os oceanos, a 
" a n t i- r a i z "  ocupa luqa r  de m a te r ia l  mais leve compensando as de­
f ic iê n c ia s  oceân i cas.
Tomando prismas de seção u n i t á r i a  e chamando de T a 
espessura "normal" da crosta (regiões ao nTvel do mar) e por t a 
espessura da " r a i z "  ou da " a n t i - r a i z " , vem:
hp Q =-tAp
t  =-~ h =-4,45h (6 .3 .2 .1 )
onde Ap = (3,27 - 2,67).
Para uma região oceânica , temos:
t 1 Ap = -h1 (P0“P2)
t '  (3,27-2,67) — h' (2 ,67-1 ,027)
t '  =-2,74 h' (6 .3 .2 .2 )
A espessura da crosta sob as montanhas serã, então:
f  + h + t  
e sob os oceanos
T - h ‘ - t  *
Da mesma maneira que no sistema de PRATT-HAYFORD, no 
sistema de AÍRT-HEISRANEN a correção is o s tã t ic a  é dado por:
CI = CIL + CT IN
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sendo:
C jL a parcela devida as massas de compensação das zonas li_ 
t e ra is  obtidas das tabelas de HEISKANEN e,
Cyj^ a parcela devida as massas topográficas e de compens£ 
ção das zonas numeradas obtidas das cartas mundiais do I n s t i t u t o  
Isos tã t ico  In te rn ac io na l .  Em se tratando do B r a s i l ,  podem ser o£ 
t idas das cartas de iso-correção preparadas pelo p rofessor Camil 
Gemael do Curso de Pós-Graduação em Ciências Geodésicas da Univer 
sidade Federal do Paraná.
6 .3 .3  Redução de VENING-MEINESZ
Tanto o sistema de PRATT-HAYFORD como o de AIRY- 
-HEISKANEN assumem uma compensação lo c a l ,  i s to  e, admitem-se que 
as massas de compensação situam-se abaixo das correspondentes mas 
sas topográf icas. A r i g o r ,  esta asserção não pode ser admit ida 
dentro dos conceitos f í s i c o s .  Por esta razão, VENING-MEINESZ mo­
d i f icou  o sistema de AIRY, in t roduz indo  um sistema regi ona ! , on­
de as massas compensadoras estendem-se ho r izonta lmente por uma 
área supe r io r  àquela ocupada pela topogra f ia  que as determinam. 
Em ta l  sistema as massas topográf icas são consideradas como "ca£ 
gas" capazes de f l e t i r  a c ros ta ,  que e assumida comportar-se co­
mo uma placa e lá s t ic a ,  f lu tuando sobre o magma f lu íd o  e mais de_n 
so, suf ic ientemente fo r t e  para r e s i s t i r  as tensões causadas pe­
las cargas.
VENING-MEINESZ âtraves da formula de HERTZ sobre a f i e  
xão de uma placa e lá s t ic a  i n f i n i t a  e a t r ib u in do  va lores médios a 
espessura e às c a ra c te r í s t i c a s  e lá s t ic a s  da crosta t e r r e s t r e ,  ob 
teve a curva de f lexão da mesma, e admit iu  que as massas de com­
pensação estendem-se ho r izonta lmente ate uma d is tânc ia  R da
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estação, chamada de ra io  de req iona l idade .  A densidade de comnen 
sacão diminui com a d is tânc ia  a p a r t i r  da v e r t i c a l  da estação on 
de é máxima, anulando-se ã d is tânc ia  P.
6.3.4 E fe i to  in d i r e to  ou correcão de BOWIE
A remoção ou t rans fe rênc ia  de massas que estão sujeitas 
às reduções o rav imé tr icas  a l t e r a  o po tenc ia l  q ra v i ta c io na l  e, 
portanto o geõide. Esta var iação no geõide é um e fe i t o  in d i r e to  
das reduções g ra v im é t r ic a s , dando origem ao co-geõide. Desta ma­
ne i ra  devemos pois re d u z i r  g do geõide ao co-geõide.A correção 
que nos permite obter q reduzido ao co-geõide ê denominada de 
e f e i t o  in d i r e to  ou e f e i t o  de ROWIE.
Sendo n a d is tânc ia  que separa o geõide do co-qeÕide, 
a equação de BRUN [04] nos d iz que:
onde AV e a var iação do po tenc ia l  devido à t ransfe rênc ia  de mas 
sas .
0 e f e i t o  in d i r e to  ê obtido através da expressão:
C - n i a
El Tn
sendo -|4 ^ o grad ien te  da gravidade e a o ra io  da Terra con- o n 3
siderada es fé r ica .
Assim, o e f e i t o  i n d i r e to  se obtém segundo a equação:
C - 2  —  
ÜEI á a
Como o cá lcu lo  de AV é muito t raba lhoso ,  existem tabe­
las ,  preparadas oor LAMBFPT e DARLING (1936) ou por LAJAY ,  que
nos permitem obter o e fe i to  in d i r e to .
A anomalia da pravidade que e u t i l i z a d a  no teorema de
FTOKES será, então:
Ap = o + Cp + Cg + Cj + CEI - y
onde Cp, Cp, Cj e Cpj são respectivamente as correrões do ar-
- l i v r e ,  Boupuer, i s o s tã t ic a  e e f e i t o  in d i r e to .
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CAPÍTULO I I  
Sl'PFPFTCIES DF SEGUNDA OPDEM
1. OUADRICAS
Uma quadrica e uma s u p e r f íc ie  de f in ida  por uma equação 
do segundo grau com t res  v a r ia v e is  ,cuja forma gera l ê:
2 2 2
Ax +By +Cz +Dxy+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz+k = 0  (1.1)
onde pelo menos um dos coe f ic ien tes  A,B,C,D,E e F é d i fe re n te  de 
zero [07] .
Quando in terceptarmos uma quadrica oor um plano qual_ 
quer teremos uma cônica ou cônica deaenerada, ou se ja ,  cortando 




onde a equaçao obtida e do t ipo  Ax +By +CxY+Dx+Ey+F=0 a qual r e ­
presenta uma cônica ou cônica degenerada s i tuada no plano z=k. 
Podemos, desta forma, d iz e r  que as quãdricas são genera l izações, 
no espaço, das cônicas.
2. FOPPÇPES REDUZIDAS DAS QUflDPICAS
Mediante rotação ou t rans lação de eixos ou oelos 
dois movimentos simultaneamente, a equação aera l oode ser conver 
t ida  nos dois t ioos seouintes:
Mx2 + Ny2 + ° z 2 = 0 (2.1)
Mx2 + Ny2 = Sz (2.2)
onde M, N e P podem ser obtidos a p a r t i r  dos coe f ic ien tes  da
equação (1 .1) .
Ps sunerfTc ies do t ipo  (2.1) são denominadas quãdncas 
centradas pelo fa to  de possuírem três Dlanos de s im e t r ia ,  t rês 
eixos de s im e t r ia  e um centro de s im e t r ia .
Ps supe r f íc ie s  do t ipo  (2.2) não orssuem centro de s i ­
me t r ia ,  tendo apenas dois planos e um eixo de s im e t r ia .  E nor
isso, são chamadas de quadricas desorovidas de centro.
Li mi t a r-nos-emos, neste t raba lho ,  ao estudo das quãdH 
cas centradas uma vez que somente um dos t ipos das mesmas nos in 
te ressa rã ,  como veremos em can í tu lo  Dos te r io r .
3. omSDRICPS CENTRADAS
Estudemos, aaora, as equações do t in o  (2.1) e vejamos
quais as supe r f íc ies  que a mesma pode reo resen ta r .
Vamos sunor que o termo indeoendente seia  ̂ > 0.
3.1. Ouando o > 0, teremos
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3.1.1' Fazendo M, N e P d i fe ren te s  de zero
0 _ . 2 0 i K 2 P x 2
H " ±a W = 1 5 “ ’ vem
2 2 2
± £ ^ + ^ + 2 - 1  (3 .1 .1 )
a b c
As equações do t ipo  (3 .1 .1 )  são chamadas de "forma ca­
nônica" das quãdricas de cen tro ,  que podem ser cl a s s i f  i cadas, quan_ 
to aos seus coe f ic ien te s ,  em quatro casos:
a) todos os coe f ic ien tes  p o s i t i v o s ;
b) dois coe f ic ien tes  po s i t i vo s  e um neqa t ivo ;
c) um coe f ic ien te  p o s i t i v o  e dois neoa t ivos ;
d) todos os coe f ic ien tes  neqat ivos.
Analisemos cada um dos casos.
3 . 1 . 1 . a Todos os coe f ic ien tes  pos i t ivo s  
2 2 2
A equação + 2L-. + L - = 1 representa um e l ip sõ ide  
a b c
com centro na origem.
Caso a=b=c a equação rep resenta rá  uma esfera com cen­
t r o  em (0 ,0 ,0 )  e ra io  a. Se o centroda mesma e s t i v e r  s i tuado em 
( h , k , j )  a equação tomará a forma
(x-h)2 + ( y- k )2 + ( z - j ) 2 = a2
Caso a^b, mas b=c, teremos iro e l ip sõ ide  de revolução 
com centro na origem, como mostra a f i g .  1.
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Fig. I— Elipsóide de revolução
3.1.1 .b Dois coe f ic ien tes  pos i t ivo s  e um negat ivo 
A equação (3 .1 .1 )  toma uma das seauintes formas:
Quando apenas um dos termos das equações tem s ina l  
negat ivo ,  a s u p e r f íc ie  recebe o nome de h iperbo lÕ ide de uma fo lha .
Ve r i f ica-se  que o h iperbo lÕ ide estende-se sempre ao 
longo do eixo correspondente ã v a r ia v e l  de coe f ic ien te  negat ivo 
na forma canônica.
Para a=b, a s u p e r f íc ie  e o h iperbo lÕ ide de revolução 
de uma fo lha .
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As seções Dara le las  aos Dlanos xz e yz são h ioérbo les.  
As seções pa ra le las  ao plano xy são e l ip se s ,  exceto no hinerbo- 
lõ ide de revolução onde as seções são c i rcun fe rênc ias«  oara o ca­
so do coe f ic ien te  de Z ser neaat ivo. Veja f io .  2.
3.1.1.C Um coe f ic ien te  o o s i t i v o  e dois neaativos 
A equação (3 .1 .1 )  toma uma das sequintes formas:
2 2 2 
_ x _ y . z _ .
77 77 77 " 'a b c
As equações acima representam, cada uma de las, um hi pe r- 
boTgide de duas fo lh a s .
As equações tem analog ia com a do e l ip s o id e ,  mas duas 
va r iã ve is  são precedidas do s in a l  menos.
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Para b = c, a s up e r f íc ie  sera uma s u p e r f íc ie  de r e vo lu ­
ção, ou se ja, um h ipe rbo lõ ide de revolução de duas fo lhas .
Ver if icamos oue nas outras formas da equação representa_ 
t i v a  do h iperbo lÕ ide de duas fo lhas ele estende-se semore ao lon­
go do eixo correspondente ã va r iá ve l  dp coe f ic ien te  nos i t i vo  na 
sua equação canônica.
As seções Dara le las aos planos x e xz são 1 i ni r t ' 0 1 ,
e as seções pa ra le las  ao nlano yz são e1 • -5°?, exceto ' -
lo ide  de revolução, onde as serões são c i r c u e fp re n c ia s , como  
t ra  a * ig .  3.
Fig. 3 —  Hiperbolóide de duas folhos
OU
3 .1 .1 .d Todos os coefic ien+ps nena t ivos
Meste caso, a eauação (3 .1 .1 )  toma a seouinte fornia:
2 2 ?
. x _ y _ z ,
7 7  “ 7  T  "  1
a b c
2 2 2
2L + y + z - -1
77 + 77 + " 7  " 1
a b c
Podemos observar aue as soluções desta enuação serão
sempre imaginar ias e, po rtanto,  a mesma não representa no campo
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real nenhum luga r .  Porim, devido sua analogia com a equação do 
e l ip sõ ide ,  convencionou-se chama-la equação da s up e r f íc ie  do e- 
l ipsÕide imag inár io .
- 2 2 2 
Tomemos, novamente, a equaçao Mx +Ny +Pz = Q ainda
com Q > 0 e estudemos o seguinte caso.
3.1.2 Quando apenas um dos coe f ic ien tes  M, N ou P fo r
nulo.
Façamos P=0, M̂ O e Nj*0.
A equação (2.1) pode ser expressa da seguinte maneira:
Mx2 + Ny2 = Q
- 7 7
Lembrando-se que Q > 0, podemos escrever a equaçao Mx +Ny =Q co­
mo segue
± * ± ï -  = i (3 .1 .2 )
a b
3 . 1 . 2 . a Quando M > 0 e N > 0 
A equação (3 .1 .2 )  torna-se:
X2 + y 2 . ,
7  7 '  1
Esta equação representa um c i l i n d r o  e l í p t i c o  re to .  ( f i g . 4)
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Fig. 4 — Cilindro olíptico roto 
3.1.2.b Quando M < 0 e N < 0, vem:
Equação rep resen ta t iva  de um c i l i n d r o  imag iná r io .
3.1.2.C Quando M e N forem de s ina is  con t rá r io s ,  te re
mos:
Equações que representam c i l i n d ro s  h ipe rbó l icos  re tos .
Finalmente, analisemos a equação (2.1) no caso que se­
gue e vejamos o que e la pode rep resen ta r .
3.1.3 Quando dois dos coe f ic ien tes  M, N ou P forem si 
muitaneamente nulos.
Façamos P=0 e N=0, da equação (2 .1 ) ,  vem:
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Mx2 = Q então x = ± ^  ^  '
Equação que representa dois planos rea is  (M>0) ou imaginár ios 
(M<0) pa ra le los  ao plano yz.
Ate agora estudamos as supe r f íc ie s  cora Q>0, vejamos 
adiante quando Q assumir o v a lo r  zero.
3.2 Quando Q = 0
A equação (2.1) transforma-se em: 
Mx2 + Ny2 + Pz2 = 0
3.2.1 Quando nenhum desses coe f ic ien tes  fo r  nulo. 
Fazendo NP=a2 , MP=b2 e MN=c2, vem:
2 2 2
± 2 *  ± J L  ± 1 _  - o ( 3 . 2 . 1 )
a b c
Equações estas que podem ser subdiv idas em t rês  t i ­
pos* quanto aos seus coe f ic ien tes :
a) todos os coe f ic ien tes  de mesmo s in a l ;
b) dois coe f ic ien tes  pos i t ivo s  e um negat ivo ;
c) dois coe f ic ien tes  negativos e um p o s i t i v o .
3 .2 .$.a  Todos os coe f ic ien tes  de mesmo s in a l
Equação que representa um ponto que e a origem.
3.2.V.b Dois coe f ic ien tes  pos i t ivos  e um negativo 
A equação (2.1) toma as seguintes formas:
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Equações que representam cones e l íp t i c o s  com vé r t ices
na origem.
Caso a=b, teremos cones c i r c u la re s  retos ou cones de 
revo lução. ( f i g .  5)
pig. 5—  Cone ckcutor reto
Alertamos, aqui,  o l e i t o r  que o estudo dos cones c i r ­
culares retos sera de importância fundamental para o desenvo1vj_ 
mento deste t raba lho .  Desta forma convem lembrar que um cone 





(x-h)2 + (y-k ) 2
1/2
3.2.1.C Dois coe f ic ien tes  negativos e um p o s i t i v o  
A equação (2.1) toma as seguintes formas:
2 2 2 
x _ y _ z _ n
” 7  " 7  ” ?  "  0
a b c
x 2 + 7  . x 2





T  “ 7 
b c
= 0
Se f izermos z=k na ú l t ima equação, teremos:
X- 7  k2
7  'f r - 7
que e uma e l ip se .  Po rtan to ,  como as equações em 3.2.1 . b , estas tam 
bem representam cones e l íp t i c o s  com v e r t i c e  na origem.
3.2.2 Quando apenas um dos coe f ic ien tes  fo r  nulo
Façamos P=0, M̂ O e Nj*0.
A equação (2.1) torna-se:
Mx2 + Ny2 = 0
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Chamando ^  = ±a
2 1 2 
e ■j-f = ±b , teremos:
(3 .2 .2 )
a b
Têremos, assim, dois casos:
a) dois coe f ic ien tes  de mesmo s in a l ;
b) dois coe f ic ien tes  de s in a is  con t rá r io s .
3 . 2 . 2 . a Dois coe f ic ien tes  de mesmo s ina l  
A equação (3 .2 .2 )  torna-se:
equação que representa dois planos imaginár ios ou uma re ta  r e a l ,  
que i  o eixo z.
3 . 2 . 2 .b Dois coe f ic ien tes  de s ina is  con t rá r ios  
A equação (3 .2 .2 )  t r a n s forma-se em:
ou
ou
equação que representa dois planos concorrentes ou uma reta real, 
que 5 o eixo z.
42
3.2.3 Quando dois coe f ic ien tes  forem nulos
Fazendo P=0, N=0 e M^O, teremos a equação (2.1) t r a n s ­
formada em:
Mx2 = 0  ou x2 = 0 
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ALTITUDES TOPORRAFICAS OBTIDAS ATRAVÉS DAS 
MULTIOUADRICAS APLICADAS NA CORRFCÃO DO TFRRFNO
1 . INTRODUÇÃO
A narte mais cansat iva e morosa na redução de BOUOUF.R 
consiste na obtenção da correção do te r reno .  A 1aborios idade não 
res ide especif icamente no ca lcu lo  d.a mesma, aue se faz através 
de uma simples formula, mas sim na obtenção da a l t i t u d e  media 
dos compartimentos das zonas de Hayford ou das zonas de Hammer, 
o que se conseoue somente com um hab i l  e exper ien te  operador.
Em face deste nroblema têm surgido ult imamente alguns
métodos operacionais que u t i l i z a m  computadores e le t rôn icos  com 
o ob je t ivo  de redu z i r  o consumo de tempo empreciado na obtenção 
destas a l t i t u d e s  médias e de nos se das mesmas temos condicões 
de ca lc u la r  a re fe r id a  correção.
Propusemo-nos, neste t raba lho ,  encontrar una solução 
nue nos conduzisse a este o b je t i v o ,  ou se ia ,  imp lan ta r  um método 
pelo qual automatizássemos o processo He obtenção da correção do 
terreno fazendo uso de computadores e le t rô n icos .
Para alcançarmos ta l  p ropós ito , devemos, antes de
mais nada, achar uma equação que nos permita c a lc u la r  a a l t i t u d e
CAP ÍTULO  I I I
45
de cada ponto sobre a s u p e r f íc ie  topográf ica da área em estudo pâ
ra depois calcularmos a a l t i t u d e  media dos compartimentos de
Hayford e em seguida obtermos a correção do te r reno .
Desta forma, a s u p e r f íc ie  topográf ica deve ser repre 
sentada por uma equação. A mesma pode ser representada por vár ios 
métodos como o numérico, o d i g i t a l ,  o a n a l í t i c o ,  além das c l á s s i ­
cas curvas de n í v e l .
Existem duas maneiras de enfocarmos o problema da reprjs 
sentação da s u p e r f íc ie :
a) dada uma informação topográf ica contínua de uma ce r­
ta reg ião, reduz í- la  a uma sé r ie  d isc re ta  de pontos;
b) dada uma sé r ie  d isc re ta  de pontos da s u p e r f íc ie  topo 
g ra f ic a ,  reduz í- la  a uma função contínua que represente s a t i s fa to  
riamente a s up e r f íc ie  topográ f ica .
0 segundo enfoque é o que nos t ra z  in te re sse ,  is to  i ,  
a p a r t i r  de alguns pontos s ig n i f i c a t i v o s  da s u p e r f íc ie  to p o g rá f i­
ca, representá- la através de uma função cont ínua. Com ta l  função, 
podemos fac i lmente determinar a a l t i t u d e  de qualquer ponto desta 
s up e r f íc ie .
A s up e r f íc ie  t e r r e s t r e ,  como sabemos, é to ta lmente irre^ 
gu ia r ,  e por isso qualquer t e n t a t i v a  em representã-1 a através de 
uma equação matemática será apenas uma aproximação. Tanto mais re 
presen ta t iva  será a equação quanto maior fo r  o número de in fo rma­
ções que obtivermos da s u p e r f íc ie .
Invest igações tim sido f e i t a s  no sent ido de se encontrar 
equações rep resen ta t ivas  da s u p e r f íc ie  da Te r ra .  Assim, tim sido 
usadas as sér ies de Fou r ie r  ou as sé r ies  harmônicas como aproximei 
ções de t a l  s u p e r f íc ie .  Porém estes modelos exigem um grande númti 
fo de pontos da topograf ia  para que se possa obter
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resultados ace i tá ve is .
HARDY 1021 invest igando este problema, propôs um mode­
lo matemático baseado nas superfTcies de segunda ordem.
2. SUPERFÍCIES HULTIQUÁDRICAS
Como vimos no Cap itu lo  I I ,  as supe r f íc ie s  de segunda or 
dem ou as quádricas podem ser expressas pela (1.1) ou pelas (2.1) 
e (2.2) (equações re fe ren tes  ao segundo c a p í tu lo ) ,  ou ainda de 
uma maneira mais genér ica, temos |02|
q ( x c , y c , x, y) = z (2.1)
onde z e uma função de x e y ; e q uma quadrica qua lquer.  Pelo 
ponto x e y passa o eixo v e r t i c a l  de s im e t r ia  da s u p e r f íc ie .  0 
coe f ic ien te  c determina o s ina l  a lgébr ico  e o achatamento da nies_ 
ma.
A sup e r f íc ie  aproximada do re levo  topográf ico proposta 
por HARDY apoia-se nas quadricas e fo i denominada supe r f íç i  e 
mui t i  quãd r ica , expressa por
j  = l
q ( X j , y-, X, y) = z ( 2 . 2 )
sendo z a r e su l ta n te  da somatória de uma fa m í l i a  de quádricas q.
Tomemos por exemplo uma s u p e r f íc ie  mui t iquãd r ic a  ex­
pressa pela (2.2) rep resen ta t iva  de h iperbo lÕ ide c i r c u l a r  de duas 
fo lhas, assim a (2.2) torna-se:
(I
£
(Xj-x) 2 + (y j-y) 2 + c
1/2
= Z (2.3)
No caso da constante C ser nula a (2.3) representara Li­
ma somatória de cones c i r c u la re s  re tos ,  equação análoga ressalta_ 
da no tópico 3.2.1 . b do fa o í tu  lo T l.
3. EOPACEO DA TOPOGRAFIA
A teo r ia  das supe r f íc ies  mu i t inuad r icas  node ser aplica_ 
da com ob je t ivo  de nos fo rnecer a equação da topon ra f ia ,  ou se ja ,  
a equação da supe r f íc ie  f í s i c a  de uma reoião t e r r e s t r e .
Para que possamos obter a equação da toooa ra f ia ,  neces­
sitamos conhecer as coordenadas de uma se r ie  de pontos, que aqui 
chamaremos de pontos fundamentais, da s upe r f íc ie  topográ f ica ,  co­
mo por exemplo, cume das montanhas, pontos de se la ,  depressões a]_ 
tos e baixos do l im i t e  de um p e r f i l ,  mudanças repent inas da decl_i_ 
vidade, l igações e var iações s i cini f i ca t i  va s nos alinhamentos dos 
vales e outros pontos que possam nos fo rnecer informações imoortan 
tes sobre o te r reno .  De posse dos mesmos, oodemos então achar a 
equação da s up e r f íc ie  que a jus ta  exatamente todos os oontos fund£ 
mentais e proporciona uma in te rpo lação lõqica em pontos intermediã 
r i  os.
Dentre as quadr icas, umasuoerf íc ie p a r t i c u l a r  que aore- 
senta bons resu ltados como modelo Õ aquela dada pela (2.3) fazen­
do C=0. A f a m í l ia  de quadricas assim adotada e uma fa m í l ia  de co­
nes c i rc u la re s  retos cujos eixos de s im e t r ia  passam por X j ,  y . .
Queremos r e s s a l t a r  aqu i,  que outras fa m í l ia s  de quãdri- 
cas poderão eventualmente, ser adotadas como modelo. Fato não i n ­
vestigado neste t raba lho ,  sendo deixado para uma fu tu ra  etapa, u- 
ma vez que dentro de certos l im i t e s  o modelo aqui Dronosto mos­
trou-se ace i tá ve l .
& 7
E conveniente colocarmos a (2.3) em um sistema de _n snua_ 
ções l inea res  com £ incógn itas .  0 lado esouerdo e a r ran jado em i 
l inhas e j  colunas, ennuanto oue o lado H-jreito e simplesmente uma 
coluna, tornando-se assim em
"  r  2 p*i 1 /2
jÇ, CJ L ( V Xi ) + ( y j ' y 1> J = z i (2-4>
i — 1 , 2 , . .  . ,  n
A determinarão dos coe f ic ien tes  c  ̂ é f e i t a  da maneira 
oue se segue.
Tomamos _n pontos fundamentais sobre o te rreno e in t r o d u ­
zimos suas coordenadas (x-j, , ẑ  a x n, y^, z ) na (2 .4 ) ,  de ta l
maneira que cada ponto de coordenadas (x^ , y . , z ^ )  nos forneça uma
equação. As coordenadas ( x . , y . )  são também as coordenadas dos pon-
3 3
tos fundamentais as ouais estarão presentes em todas as n eouações 
obtidas com as coordenadas ( x ^ , y . , z . ) .  Assim a var iação de j  an te­
cede a variação de i .
Desenvolvendo a (2 .4 ) ,  vem:
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r>. r> 1 1 / Ù
( x r x 3r  + ( y *, -y3 )" i + C.
1/2
+• c, ( x3- x 3 ) + ( y 3-y 3)
1/2 r
í íx , '+í v n' / 1 )
> 1 1 / 2
= z .
( x r xn ) 2 + ( y i - y J 21 n
1 / 2




(x,-x ) + (y«-y ) 
v 3 n ' w 3 v n '
1 / 2
t \ £  / \( x - x ) + ( v - y )
v n n ' v - n n ' j
1 / 2
= z
A resolução do sistema r,os fornece os coe f ic ien te  c . .
J
Podemos também expressar a (2.4) em notação m a t r i c i a l .  
Seja X ve to r  coluna dos coe f ic ien tes  a determinar
X =
Cj
e seja A a mat r iz  X (nxn) dos elementos conhecidos
onde
[ • ii.
ai j  * [<xr x i > 2 +
1 / 2




Então, a (2.4) se reduz a
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AX = B
que tem como solução
X = A-1B
Determinados os va lores de c-, os mesmos são s u b s t i t u í
J
dos na (2 .3 ) ,  e assim temos a equação da topog ra f ia .
A a l t i t u d e  de qualquer ponto (x ,y )  da s u p e r f íc ie  pode 
ser calculada usando a:
xige que os pontos fundamentais sejam escolh idos com c r i t i r i o  e 
hab i l idade posto que deles dependerá a aproximação que desejamos 
na representação da s u p e r f íc ie  topográf ica r e a l .  Se tomarmos ar- 
bi t ' rar iamente pontos sobre o te rreno e esperarmos que os mesmos 
representem a topog ra f ia ,  estaremos incorrendo em um erro  que não 
nos conduzirá ao objeto f i n a l .  Po rtan to ,a  escolha destes pontos 
e fundamental para a obtenção da equação da topog ra f ia  que r e a l ­
mente possa rep resen ta r  a s u p e r f íc ie  rea l do re le vo .
Ao tomarmos a (2.3) com e=0, os vé r t ic e s  de cones c i r ­
culares retos estarão loca l izados  no plano xy cujas coordenadas 
são aquelas dadas pelos pontos fundamentais, is to  é, x. e y . .  Os
J J
coef ic ien tes  c. associados a cada ponto fundamental nos fornecem
J
n
Uma equação da topogra f ia  baseada nas mu i t iquádr icas  e
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a dec l iv idade do cone em relação ao plano xy, sendo que o s ina l  
a lgébr ico  nos informa qual das supe r f íc ie s  do cone de duas fo ­
lhas e in t roduz ido  na somatória ; a magnitude dos mesmos i n f l u e n ­
cia o achatamento do cone.
4 - SIMULAÇÃO DE UMA SUPERFÍCIE TOPOGRÃFICA
Tomemos uma s u p e r f íc ie  topográf ica f i c t í c i a  e i n v e s t i ­
guemos a p ra t ic a b i l id a d e  das m u i t iq u ã d r ic a s .
A f ig u ra  1 representa um modelo topográf ico que será 
usado como padrão de re fe rênc ia  para comparação com as equações 
mui t iq uãd r i  cas.
Adotemos um sistema de coordenadas re tangu la res  com a 
origem em A e escolhamos in ic ia lm en te  n=13 pontos fundamentais.
Analisemos a escolha destes pontos. Quatro pontos são 
tomados nos vé r t ic e s  do qua d r i lá te ro  ABCD o qual d e l im i ta  a área 
que desejamos rep resen ta r ;  seis pontos que determinam os a l to s  e 
baixos dos p e r f is  l im i t a n te s  do q u a d r i lá t e ro  ABCD e t r i s  pontos 
no i n t e r i o r  do mesmo. Um dos pontos in t e r i o r e s  define o cume do 
morro e x is ten te  na área; um outro define a junção dos canais de 
drenagem. Este ponto juntamente com t r i s  dos lados do q uad r i lã te  
ro definem o padrão de drenagem. Um te rc e i ro  ponto i n t e r i o r  M d£ 
f ine  o aspecto topográf ico no centro da região l im i tado  pelo quja 
d r i l ã t e r o  EF6H. Existem pelo menos t r i s  poss ib i l idades  topogrãfi_ 
cas que poderão logicamente oco r re r :
a) um vale que se estende de £ até H;
b) uma c r i s t a  en tre £ e
c) um ponto de sela em M ou proximo de le.
Quando o ponto M fo r  om it ido ,  a s u p e r f íc ie  mu l t iquãdH  
ca nos fornece um ponto de sela nesta reg ião. Quando o incluímos»

teremos uma razoável aproximação do te r reno .  Is to  i l u s t r a  que de­
vemos a n a l i s a r  com cuidado a d is t r ib u iç ã o  e densidade dos pontos 
fundamentais antes de os escolhermos.
Para n = 13, is to  e, com 13 pontos fundamentais determina 
mos os coef ic ien tes  c- da equação da topog ra f ia ,  como mostra o
vJ
quadro 1. Tomamos uma amostragem de o i ten ta  pontos quaisquer da 
superfTcie cujas coordenadas (x ,y  e z) são conhecidas através da 
f ig .  1, com as coordenadas x e y destes pontos calculamos com o 
auxT l io  da equação da topogra f ia  os resnect ivos va lores de z que 
são comparados com os va lores de z obtidos do mapa.
Como podemos observar,  36 pontos, 45% da amostra, sofre_
ram um desvio supe r io r  a (2,5 | e i n f e r i o r  a |5 ,9 j ,  dando-nos uma
( *\
discrepância media v 1 de va lo r  2,96m. Uma vez que a eqOi di s tancia 
das curvas de n íve l  e de 5m, ver i f icamos a necessidade de tomar 
um maior número de pontos fundamentais, que nos proporei ona rã uma 
menor discrepância media.
Ao inspecionarmos os pontos representados pelas le t ra s  
de A a M da f ig .  1, ver i f icamos que a densidade dos mesmos e pe­
quena e po rtan to ,  necessitamos de maiores informações da sunerf í-  
c ie ,  mormente na área de l im itada  pelo q ua d r i lá te ro  EMLH.
Façamos então n=26, e escolhamos mais 13 pontos funda­
mentais, representados pelos números de 1 a 13; 7 deles i n t e r i o ­
res ao q uad r i lá te ro  EMLH e os outros 6 d i s t r ib u íd o s  conforme mos­
t ra  a f ig .  1 .
Com esta dens i f i  cação de pontos, os resu l tados melhoraram
(*) -
K 'Chamamos, aqu i,  d iscrenancia media a expressão 
D. M. '
onde d e o desvio en t re  a a l t i t u d e  calculada ^ e a a l t i t u d e  
obtida das curvas de n ív e l
Quadro 1 - Comparação das a l t i t u d e s  e x t r a T d a s  do g r ã f ■> co c o e  aque la s O b t i d a s  a t r a v é s das m u i t i q u ã d r i c a s . N = 13
N9 de 
ordem
Coo rdenadas dos pontos 
f u n d a m e n t a l s
Coo rdenadas dos pontos da ,amos t r agem Z c a l c u l a d o Desv io
XF YF X 1 2 ZC OZ
01 0 .0 0 .0 0 .0 4.0 115 .0 112 .8 *2 .2
02 0 .0 20.0 0 .0 12.0 129.0 1 30. 1 1 .1
03 20 .0 20.0 0 .0 1 2 . a 120.0 121.1 1 . 1
04 20 .0 0 .0 1 .0 2.5 110 .0 106 .4 -3.6 •
05 5 .0 15 .0 1 .0. 6.6 120 .0 1 1 8 . Û * 2 .0
06 18.5- 2 0 .0 1 .0 10.2 130 .0 127.1 *2 .9 *
0? 20 .0 17 .5 18.0 10.7 115 .0 112 .5 -2.5
08 10 .9 3.5 1 .0 19.5 120 .0 119.4 -0.6
09 6 .0 0 .0 2.0 10.6 130 .0 127 .2 -2.6 «
10 0 .0 8 .0 2 .0 13.7 135 .0 133 .2 -1 .8
11 9 .0 20 .0 2 .0 15.2 130 .0 133.1 3.1 •
12 20 .0 9 .5 3.0 3.8 110 .0 104 .8 -5.2 *
13 16 .7 16 .0 3 .0 9 .3 125 .0 122 .3 *2 .7 •
14 3 .0 11 .8 135 .0 130 .2 *4 .8 *
15 3 .0 15 .2 135 .0 136 .4 1.4
16 3 .0 16 .3 130 .0 134 .3 4 .3 *
17 3 .0 19.4 125 .0 126 .2 1.2
18 4 .0 0 .3 100 .0 98 .5 * 1 .5
19 4 .0 12 .4 135 .0 132 .5 -2.5
20 4 .0 15.0 140 .0 140 .4 0 .4
21 4 .0 20.0 125 .0 128.1 3.1 *
22 5 .0 7.4 115 .0 112.1 -2.9 *
23 5 .0 11 .9 130 .0 129 .8 -0 ,2
24 12 .5 10.0 105 .0 108 .7 3.7 *
25 5 .0 14.1 140 .0 140 .2 0 .2
26 5 .0 16.0 140 .0 140 .4 0.4
27 6 .0 10.0 120 .0 120.1 0.1
28 6 .0 13 .8 135 .0 136 .4 1 .4
29 6 .0 17 .8 135 .0 133 .9 -1 .1
30. 6 .0 18.7 130 .0 132.1 2.1
31 12.5 11.9 110 .0 111 .9 1 .9
32 7.0 0 . 8 95 .0 9 5 .3 0 .3
33 7 .0 6 .9 1 10 .0 106 .8 -3.2 *
34 7.0 9.1 115 .0 114 .7 -0 .3
35 19.0 3.0 120 .0 116 .5 -3 .5 *
36 7.0 11.6 125 .0 124 .4 -0.5
37 9 .0 0 .8 95 .0 96 .5 1.5
38 9 .0 2.4 95 .0 95 .5 0 .5
39 9 .0 4 .5 100 .0 9 7 .7 -2 .3
40 9 .0 12 .5 120 .0 121 .6 1 .6
41 1 2 .5 13 .8 115 .0 114 .6 -0.4
42 10 .0 3.0 95 .0 9 5 .3 0 .3
43 1 0 .0 7.7 105 .0 105 .3 0 . 3
44 10.0 13 .5 120 .0 1 20 .8 0 .8
45 12 .5 16.0 120 .0 117.1 -2.9 *
46 10.0 1 8.0 1 30.0 125 .8 -4 . 2 *
47 19 .0 6 .9 115 .0 114 .6 -0.4
48 12 .0 7.4 100 .0 103 .6 3.6 *
49 12 .0 9 .5 105 .0 108.1 3.1 *
50 12-.0 11.4 110 .0 111 .9 1 .9
51 12 .0 13.4 115 .0 115 .2 0 .2
52 12.0 15.5 120 .0 117 .8 - 2 . 2
53 12 .0 17 .0 125 .0 119 .5 -5 .5 *
54 13 .0 0 .0 10 5.0 104 .5 -0.5
55 13 .0 3.9 100 .0 99 .8 -0 .2
56 13.0 8.5 100 .0 105 .8 5 . £ *
57 13.0 10.6 105 .0 109. 3 4 .3 *
58 13 .0 16.6 120 .0 116 .6 -3.4 *
59 14 .0 3.3 10 5.0 102.1 -2.9 •
60 14.0 5 .0 100 .0 102.4 2.4
61 14 .0 11.7 105 .0 110.1 5.1 *
62 14 .0 15.3 115.0 113.1 -) .9
63 14 .5 6 .4 100.0 104 .3 4 .3 «
64 15 .0 2.2 110 .0 105 .0 -5.0 *
65 15.0 5 .8 1CQ.0 104 .8 4 .8 *
66 15 .0 6 .6 100.0 105 .3 5 .3 *
67 1 5.0 10 .8 105 .0 109.1 4.1 *
68 15.0 12.7 105 .0 110 .4 5.4 *
69 15 .0 14.4 110 .0 111.1 1 .1
70 15 .0 16.3 115 .0 112 .2 -2 .8 •
71 15 .0 19.0 120 .0 116 .2 -3.8 *
72 17 .0 3 .3 115 .0 110.1 -4.9 *
73 12 .5 17.7 125 .0 119.1 -5.9 *
74 17 .0 7.1 105 .0 109 .4 4 .4 «
75 17 .0 8 .2 105 .0 1 09 .8 4 . 8 *
76 17 .0 9 .0 n o . o 110.1 0.1
77 17 .0 18.5 115 .0 1 1 3 . 5 • 1 . 5
78 20 .0 3.5 120 .0 119 .4 -0.6
79 20 .0 8 .0 115 .0 117 .5 2 .5
80 20 .0 12.2 120.0 117.4 -2.6 *
* D esv io  s u p e r i o r  a |2 , 5 n  
D i s c r e p â n c i a  m ed ia :
i |t 36 pontos 
3.0m
•Quadre 2 * Cempa«• i câo das a l t i t u d e s e < t ra T d a s  de g r a f i c o c o a a rç u e 1 a <; o b t i d a s  a t r a v é s das mu.l t i c i u l d r i  cas S • 26
N9'de Coordenadas  dos pontos 
ordeir. fu nd am en ta i s
C o o r t í e r i d a s  dos pontos da atr.os t ra gem Z ca 1 c u 1 a do De s *' s
x f  y f ; X Y Z ZC' !•;
01 0 .0  0.0, 0..0 4 ,0 11 5 .0 113.4 • 1 .6
02 0 .0  20.0 0 .0 12.0 129.0 1 34.0 5.0  •
03 20 .0  20.0 0 .0 18.4 170.0 121 .% 1 .6
04 20 .0  0 .0 1 .0 2 .5 i n . o 1 0 7 . ’ • 2 . 9  •
OS 5 .0  15 .0 1 .0 6 .6 120.0 119 .0 *1 ,0
06 13.5  20 .0 1.0 10 .2 ' 130 .0 130 .3 0 .8
07 20.0  17 .5 18 .0 10 .7 115 .0 111.2 -3..  *
08 10,9  3 .5 1.0 19.5 120 .0 119.6 *0 .4
09 6 .0  0 .0 2 .0 10 .6 130 .0 131.6 1.6
10 0 .0  8 .0 2 .0 13 .7 135 .0 136.4 'i .4
11 9 .0  20 .0 2 .0 15.2 130.0 135.1 5 1 *
12 20 .0  9 .5 3.0 3.8 110 .0 106 .3 -3.2 •
13 16.7  16 .0 3.0 9 .3 125.0 125.4 0 .4
14 15 .3  12 .8 3.0 11 .8 135 .0 134 .2 • 0 . 8
15 13 .5  8 .9 3.0 15.2 135 .0 137 .8 2.b  *
16 16.0 7.0 3.0 16 .3 130 .0 135 .3 5 .3  •
17 17.7  8 .4 3.0 19 .4 125 .0 126.4 1.4
18 19 .2  9 .2 4 .0 0 . 3 100 .0 99.1 -0 .9
19 19 .0  12.0 4 .0 12.4 135 .0 135.2 0 .2
20 14 .9  7.9 4 .0 15.0 140 .0 141 .3 1.3
21 18 .0  2 .0 4 .0 20.0 125.0 128 .2 3.2  *
22 6 .0  4 . 3 5 .0 7.4 115 .0 114 .8 • 0 . 2
23 11 .0  12 .5 5 .0 11 .9 1 30.0 132 .0 2.0
24 10 .0  19 .0 12 .5 10.0 105 .0 103.9 •1 .1
25 1.5  11 .5 5 .0 14.1 140.0 141.0 1 .0
26 1.6  18 .3 5 .0 16.0 H O .O 140.6 0 .6
27 6 .0 10.0 120 .0 122 .0 2.0
28 6 .0 13 .8 135 .0 137.1 2.1
29 6 .0 17 .8 135 .0 134 .2 • 0 . 8
30 6 .0 18 .7 130 .0 132 .4 2.4
31 12 .5 11.9 110 .0 106 .5 • 1 . 6
32 7 .0 0 . 8 95 .0 96.1 1.1
33 7 .0 6 .9 110 .0 109 .0 -1.0
34 7 .0 9.1 ’ 15 .0 116.1 1.1
35 19 .0 3 .0 120 .0 118 .9 *1.1
36 7 .0 11.6 125 .0 125.4 0 .4
37 9 .0 0 .8 95 .0 97.4 2.4
38 9 .0 2.4 35.0 96.6 1 .6
39 9 .0 4 .5 100.0 98.9 -1 .1
40 9 .0 12.5 120.0 121 .5 1 .5
41 1 2 .5 1 3.8 115 .0 112 .7 -2 .3
42 10 .0 3.0 95 .0 95 .9 0 .9
43 10 .0 7.7 105 .0 104 .2 -0 .8
44 10 .0 13.6 1 20 .0 120 .6 0 .6
45 12 .5 16 .0 120 .0 117.0 -3 .0  *
46 10 .0 18.0 1 30 .0 128 .3 -1 .7
47 19 .0 6 .9 115 .0 110.6 -4 .4  *
48 12 .0 7.4 100 .0 100 .6 0 .6
49 12 .0 3 .5 105 .0 103 .8 -1 .2
50 12 .0 11 .4 110 .0 108 .7 -1 .3
51 12 .0 13.4 115 .0 113 .4 -1 .6
52 12 .0 15 .5 120 .0 117.6 -2.4
53 12 .0 17.0 125 .0 120 .5 -4 .5  *
54 13 .0 0 . 0 105 .0 105 .8 0 . 8
55 13 .0 3.9 100 .0 99 .2 -0 .8
56 13 .0 8 .5 100 .0 100 .6 0 .6
57 13 .0 10.6 105 .0 104 .5 -0 .5
58 13 .0 16.6 120 .0 116 .7 -3 .3  *
59 14 .0 3 .3 105 .0 102 .2 -2 .8  *
60 14 .0 5 .0 100 .0 100.5 0 . 5
61 14 .0 11.7 105 .0 105 .2 0 .2
62 14 .0 15 .3 115 .0 111 .7 -3 .3  •
63 14 .5 6.4 100 .0 101 .1 1 .1
64 15 .0 2.8. 110. 0 106 .0 -4.0 *
65 15 .0 5 .8 100 .0 101 .4 1.4
66 15.0 6 .6 100 .0 101 .3 1 .3
67 15 .0 10 .3 105 .0 104.1 -0.9
68 15 .0 12.7 105 .0 105 .2 0 .2
69 15.0 14.4 110 .0 108 .5 • 1 . 5
70 15 .0 16 .3 115 .0 111 .7 -3 .3  *
71 15.0 19.0 120 .0 116 .7 -3 .3  *
72 17 .0 3 .3 115 .0 111 .9 •3 .1  *
73 12.5 17 .7 125 .0 120 .2 -4 .8  *
74 17 .0 7.1 105 .0 103.1 -1 .9
75 17.0 8 .2 105 .0 103 .7 • 1 . 3
76 17 .0 9 .0 110 .0 104 .7 • 5 . 3
77 17.0 18 .5 115 .0 113.7 *1 .3
78 20 .0 3 .5 120 .0 120 .6 0 .6
79 20 .0 8 .0 115 .0 114 .7 -0 .3
80 20 .0 12.2 120 .0 121 .8 1 .8
* Desv io  s u p e r i o r  a12 . S n 20 po n to s
D i s c r e p â n c i a  o ê d l a  : 2 *1  >a
Quadr o  3 - Compa r ação  das a l t i t u d e s  e x t r a í d a s  do g r á f i c o  c o r  a q u e l a s  j -- t i da. s  a t r a v é s  das * u l t i q u ã d r i c a s . N * 39
N? de 
ordem.
Coo rdenadas  dos pontos 
f u nd am en ta l s Coo rdenadas dos oor,:os da amos t r a  ■; • 1 ca I c u 1 ade Oes v i  o
XF YF X Y 2 ZC DZ
01 0 .0 0 .0 0 .0 4 .0 115.0 114.1 -0.9
02 0 .0 20 .0 0 .0 12.0 129.0 1 34.1 5 . )  *
03 20 .0 20 .0 0 . 0 18 .4 120 .0 171 .9 1 .9
04 20 .0 0 .0 1 .0 2 .5 110 .0 107 .5 • 2 . 5
05 5 .0 15 .0 1.0 6 .6 120.0 119 .5 • 0 . 5
06 18.5 20 .0 1.0 10 .2 130 .0 130 .5 0 .5
07 20 .0 17.5 18.0 10 .7 115.0 111 .2 -3 .3  *
08 10.9 3.5 1.0 19 .5 120 .0 119.6 • 0 . 4
09 6 .0 0 .0 2 .0 10.6 130 .0 130 .8 0 .6
10 0 .0 8 .0 2 .0 13 .7 135 .0 136.1 1 . 1
11 9 .0 20.0 2 .0 15 .2 130 .0 134 .7 4 . 7  *
12 20 .0 9 .5 3 .0 3 .8 110 .0 107 .2 -2 .8  •
13 16 .7 16.0 3.0 9 . 3 125 .0 124.7 -0 .3
14 15 .3 12 .8 3.0 11 .8 135 .0 133.1 -1 .9
15 13.5 8 .9 3.0 15 .2 135 .0 137 .2 2 .2
16 16.0 7.0 3.0 16 .3 130 .0 134 .2 4 .2  *
17 17 .7 8 .4 3.0 19 .4 125.0 125 .8 0 . 8
18 19 .2 9 . 2 4 .0 0 .3 100 .0 99 .2 -O.c
19 19 .0 12.0 4 .0 12 .4 135 .0 134 .6 • 0 . 4
20 14 .9 7.9 4 .0 15 .0 140.0 140 .8 0 . b
21 18 .0 2 .0 4 .0 20 .0 125.0 127 .4 2.4
22 6 .0 4 . 3 5 .0 7.4 115 .0 115 .0 • 0 . 0
23 11 .0 12 .5 5 .0 11 .9 1 30.0 131 .5 1.5
24 10 .0 19 .0 12 .5 10 .0 105 .0 104 .4 • 0 .6
25 1 .5 11 .5 5 .0 14.1 140 .0 141 .0 1 .0
26 1 .6 18 .3 5 .0 16 .0 140 .0 139 .3 • 0 . 7
27 4 . 5 16 .7 6 . 0 10 .0 120 .0 122 .0 2.0
28 4 .0 14.0 6 .0 13 .8 135 .0 137 .0 2.0
29 13 .2 19.0 6 . 0 17 .8 135 .0 132 .8 -2*2
30 3 .0 11 .0 6 .0 18 .7 130 .0 131.1 1
31 0 . 0 6 . 0 12 .5 11 .9 110 .0 108 .7 • 1 . 3
32 8 .0 7 .7 7 .0 0 . 8 95 .0 94 .9 •0 .1
33 8 .4 0 . 0 7 .0 6 .9 110 .0 109 .6 • 0 . 4
34 10 .2 2 .0 7 .0 9.1 115 .0 116 .5 1 .5
35 14 .2 0 . 0 19 .0 3 .0 120 .0 119 .1 • 0 . 9
36 15 .0 4 . 8 7 .0 11 .6 125 .0 125 .4 0 .4
37 14 .0 6 .5 9 .0 0 . 8 9 5 .0 95 .0 0 .0
38 10 .7 6 .0 9 .0 2.4 9 5 .0 95 .2 0 . 2
39 11 .5 9 .0 9 . 0 4 .5 100 .0 9 8 . 8 • 1 . 2
40 9 .0 12 .5 120 .0 121 .7 1.7
41 12.5 13 .8 115 .0 113.1 -1 .9
42 10 .0 3.0 95 .0 95.1 0.1
43 10.0 7 .7 105 .0 105.1 0.1
44 10 .0 13.5 120 .0 120 .7 0 .7
45 12 .5 16 .0 120 .0 118 .4 -1 .6
46 10 .0 18 .0 130 .0 128 .5 • 1 . 5
«7 19 .0 6 .9 115 .0 110 .8 -4 .2  *
48 12 .0 7.4 100 .0 101 .0 1 .0
49 12 .0 9 .5 105 .0 104 .6 -0 .4
50 12 .0 11 .4 110 .0 109 .0 -1 .0
51 . 12 .0 13 .4 115 .0 113 .7 -1 .3
52 12 .0 15.5 120 .0 118 .6 -1 .4
53 12.0 17.0 125 .0 122 .2 -2 .8  *
54 13 .0 0 .0 105 .0 105 .9 0 .9
55 13 .0 3.9 100.0 100 .0 0 . 0
56 13 .0 8 .5 100 .0 100 .8 0 .8
57 13 .0 10.6 105 .0 104. 7 -0 .3
58 13.0 16.6 120 .0 118 .5 -1 .5
59 14 .0 3 .3 105 .0 103 .5 -1 .5
60 14.0 5 .0 100 .0 101 . 7 1 . 7
61 14 .0 11 .7 105.0 105 .3 0 .3
62 14 .0 15 .3 115 .0 112 .6 -2.4
63 14 .5 6 .4 100 .0 100 .9 0 .9
64 15.0 2 .8 110.0 107 .4 -2.6  *
65 15 .0 5 .8 100 .0 102 .3 2.3
66 15 .0 6.6 105.0 101.4 1.4
67 15.0 10 .8 1 0 5 . r 104 .0 -1 .0
68 15 .0 12.7 105 .0 105 .2 0 . 2
69 15.0 14.4 110 .0 1 0 c . 9 -1 .1
70 15.0 16 .3 115.0 112 .8 -2 .2
71 15.0 19.0 1 20.0 119 .3 -0 . 7
72 17 .0 3.3 115 .0 112 .8 -2.2
73 12 .5 17.7 1 25.0 12 2.8 -2 .2
74 17 .0 7.1 1 0 5 .C 103 .3 -1 . 7
75 17 .0 8 .2 105 .0 103.6 • 1 . 4
76 17.0 9 .0 110.0 104 .7 -5 .3  *
77 17 .0 18.5 115 .0 114,6 • 0 . 4
78 20 .0 3.5 120.0 120 .7 0 .7
79 20 .0 8 .0 115.0 114 .7 • 0 . 3
80 20 .0 12.2 120.0 121 .8 1.8
O U c rep â n c li néd ia : l,8m
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sensivelmente* Dos o i te n ta  pontos da amostra, apenas v in t e ,  25%, so 
freram oà desvio supe r io r  a |2 ,5 1 e i n f e r i o r  a |5 ,31 , fornecendo-nos 
uma discrepância medi a de 2 ,26m. Notamos que o des vio máximo ( 5 ,3) 
d im inu iu  em relação ao experimento a n te r io r  e, conseqüentemente, a 
di screpânci a medi a também. Veja quadro n9 2.
Como o desvio máximo fo i  maior que uma eqüi di stânci a (5m), 
devemos melhorar a densif icação dos pontos.
Ao ve r i f ica rmos  onde encontram-se os pontos de maiores des 
v iós ,  somosinduzidos a pensar que estas regiões necessi tam ser me­
lh o r  densi f ic a d a s , o que s ig n i f i c a  di zer que um maior número de poji 
tos fundamentais devem ser tomados.
Escolhendo, desta maneira, mais t reze  pontos fundamentais, 
to ta l i z ando  agora 39 pontos. Como era de se esperar ,  os resu ltados 
mel horaram ai nda mai s .
Apenas nove pontos, 11,25% sofreram um desvio supe r io r  a 
| 2 , 5 1 e i n f e r i o r  a | 5 ,31 sendo apenas doi s maiores que uma eqüi di stân 
c ia ,  e assim mesmo não supe r io r  a 0,3m da mesma. E uma discrepância 
média l,84m como nos most ra  o quadro 3.
Notamos,assim, que quanto maior a dens if icação de pontos, 
melhores va lo res de z obtemos. Porém, ver i f icamos que a p a r t i r  de 
um certo número de pontos fundamentais a precisão obt ida tende ser 
a mesma, o que s ig n i f i c a  ser i n ú t i l  aumentarmos a dens i dade de pon­
tos .
0 g ra f ico  da f i g .  2 nos mos t ra  a tendênci a da di s crepân­
ci a média em se e s t a b i l i z a r  a p a r t i r  de 65 pontos fundamenta is . Tal 
curva nos informa qual o número de pontos a serem tomados para uma 
dada d iscrepância media. Dependendo da eqü id is tânc ia  en t re  as cu r­
vas de n í v e l , podemos es tabe lecer a d iscrepânc ia média e por conse­
guinte o número de pontos a serem es co lh i dos.
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Um c r i t é r i o  que poderia ser estabe lec ido para a escolha 
do número de pontos se r ia  aquele no qual 80% dos pontos de uma a- 
mostragem deveriam possuir  um desvio não supe r io r  a meia eqll idis- 
tância e os res tan tes  não supe r io r  a uma e q ü id is tã n c ia . Obviamen­
te ,  o usuário do método aqui desc r i to  poder ia, na dependência do 
r ig o r  de seus o b je t ivo s ,  aumentar a porcentagem dos pontos da a- 
mostragem que devam possuir  um desvio não supe r io r  a meia eqüidi_s 
tânci a .
Para obtermos a curva da f i n .  2 calculamos in ic ia lm en te  
as discrepancias médias da amostragem quando o número de pontos 
fundamentais foram 13, 26 e 39, respect ivamente. Com os t rês  valo 
res das d iscrepancias médias ob t idas, traçamos tendência da curva 
e ver i f icamos que a mesma comecava a se e s t a b i l i z a r  nas proximidja 
des da abcissa 60. Introduzimos mais 13 e 26 pontos fundamentais, 
to ta l i zando  respectivamente 52 e 65 pontos; calculamos as discre- 
pancias médias da mesma amostragem a n te r io r  e ve r i f icamos ,  como 
prevíamos, que a es tab i l iz ação  dos erros in ic ia v a  nas prox im ida­
des da abcissa 65.
5. ALTITUDES MEDIAS
5.1 Obtenção das a l t i t u d e s  médias
Como dissemos an te r io rmente ,  estamos in teressados na 
obtenção da a l t i t u d e  média de uma reg ião ,  ou das a l t i t u d e s  médias 
de pequenas áreas que componham a reoião'.
Uma vez de posse da equação da topogra f ia  de uma região 
ou das equações da topogra f ia  das areas nue  ̂ componham a região po 
demos fac i lmente c a lc u la r  a a l t i t u d e  média dà área.
Seja uma area de l im itada pelo q ua d r i lá te ro  ABCD, confor 
me mostra a f i g .  3. Decompomos este q uad r i lá te ro  em tantos outros 
quantos desejarmos.
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Chamando de um destes pequenos auad r i1ã te ro s , a a l t i t u d e  media 
do mesmo sera dada pela media a r i tm é t ic a  dos va lores de £ ( a l t i t j j
de de um ponto) calculados com a equação da topogra f ia  da área
ABCD. Os valores de z são obtidos incrementando, de um peaueno
va lo r ,  as coordenadas x e y dos pontos i n t e r i o r e s  da ãrea.A^. Tal 
incremento dependera da extensão da area em estudo e da r igo ro z i-  
dade da precisão do t raba lho .
Poderíamos, também, fac i lmente  c a lc u la r  a a l t i t u d e  mé­
dia de um compartimento das zonas de Hayford, uma vez conhecidos 
os ra ios e o angulo cen t ra l  que os de l im itam. Porém se assim o fi_ 
zermos, teremos o inconveniente de sempre que mudarmos de-estação, 
r e t i r a r  do mapa as novas coordenadas de uma parcela dos pontos ijn 
te r io re s  a este compartimento e outra vez c a lc u la r  a a l t i t u d e  mé­
dia do novo compartimento que eventualmente possa t e r  a quase to ­
ta l idade  dos pontos que ante r io rmente pertenciam ao compartimento 
de a l t i t u d e  média ja ca lcu lada.
0 problema encontrado com o cã lcu lo das a l t i t u d e  médias 
dos compartimentos de Hayford pode ser reso lv ido  calculando-se as 
a l t i t u d e s  médias de quadr ícu las tomadas sobre o mapa de uma dete_r 
minada reg ião. Essas a l t i t u d e s  são t ra n s fe r id a s  sob e um gabar i to  
t ransparente cons t i tu ído  de zonas e compartimentos. Através das 
a l t i t u d e s  médias das quadr ícu las que compõem o compartimento de 
Hayford obtemos a a l t i t u d e  média do re fe r id o  compartimento. Ao m_u 
darmos de estação, as a l t i t u d e s  médias das quadr ícu las continuam 
sendo as mesmas, variando apenas as quadr ícu las oue cons t i t u i rã o  
o novo compartimento. Desta maneira, evitamos o labor ioso  t rab a ­
lho de t i r a r  novas coordenadas do mana.
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5.2 Processo p ra t ico  de obtenção das a l t i t u d e s  médias
Sugerimos, aqui,  um processo p ra t ico  de se conseguir 
as a l t i t u d e s  ,midias das quadr ícu las que nos p o s s i b i l i t a  a obten­
ção das a l t i t u d e s  médias dos compartimentos de Hayford.
Tomamos um gabar i to  t ransparen te  quadr icu lado, como mos_ 
t ra  a f i g .  3, contendo 25 quadrados de 4x4cm. Para um mapa na es_ 
cala de 1/50 .000 , cada quadrado, como por exemplo A, é s ub di vi dj_ 
do em outros quatro: A p A 0,Ag e A^, cujas a l t i t u d e s  médias dese­
jamos c a lc u la r .
Necessitamos conhecer a equação da topogra f ia  do qua­
drado A. Para isso, sobrepomos o gabar i to  sobre o mana e tomamos 
nove pontos fundamentais, quatro nos vé r t ic es  e cinco in t e r i o r e s  
como podemos ver na f i g .  3. Determinamos a equação da topogra­
f ia  com estes pontos pelo processo v is to  an te r io rem en te . Com a 
mesma, calculamos os va lores de a l t i t u d e s  de 100 pontos i n t e r i o ­
res ao quadrado A, dando incrementos de 0,2cm tanto a x, como a 
As a l t i t u d e s  médias de A p  A^, Ag e A^ são dadas pela média ari_t 
mética de seus respect ivos pontos i n t e r i o r e s  que são em número 
de 25 cada um.
Queremos chamar a atenção do l e i t o r  que na tomada dos
nove pontos fundamentais procuramos sempre escolher aqueles que
se loca l izem sobre uma cota cheia e o mais próximo possTvel dos
pontos indicados no gaba r i to .  Devido ao fa to da ãrea A ser pe­
quena is to  é sempre possTvel. Sal ientamos ainda que não nos preo
cupamos r igorosamente em escolher pontos fundamentais que melhor 
representassem o re le vo ,  porem isso se j u s t i f i c a  não sÕ Delo f a ­
to da ãrea ser pequena, como também por estarmos interessados 
na a l t i t u d e  média de A p  Ag, Ag e A^ e não em pontos iso lados.
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iguais  a A, obtendo as a l t i t u d e s  médias das quad r ícu las .
Como ap l icação, calculamos as a l t i t u d e s  medias de v in ­
te e cinco quadr ícu las de um mapa do munic íp io de Gua iap ira ,  na 
escala de 1:50 .000 cujas curvas de nTvel eqíl id istam entre si 20m, 
e as comparamos com as a l t i t u d e s  medias obtidas por processo ma- 
naual . Os resu l tados ,  como podemos v e r i f i c a r  no quadro 4, mostram 
-se s a t i s f a tó r i o s  para os nossos ob je t i v o s .
Ressaltamos que uma invest igação mais minuciosa sobre 
o processo p rá t ico ,  poderá nos conduzir a melhores resu l tados ;  o 
que esperamos, num próximo es tág io ,  s is te m a t i z a r  ta l  investigação.
6. CffLCULO DA CORREÇÃO DO TERRENO
Vimos que a d i f ic u ldade  no cá lcu lo da correção do t e r ­
reno res ide na obtenção das a l t i t u d e s  médias dos compartimentos 
das zonas de Hayford.
Uma vez determinadas ta is  a l t i t u d e s  médias, procedemos 
o cálculo da correção do te r reno através da (6 .2 .10) do c ap i tu ­
lo I ,  ou se ja :
6 3
o o 1/2 ? 1/2
C = 2u Gp ( R̂  + h ) - ( R2+h ) +
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Quadro 4 - Comparação das a l t i t u d e s  médias das quadr ícu las de 
2 x 2 em calculadas pelos processos manual e compu­
tac iona l  de uma area do Munic íp io de Gua ip i ra  - S.P. 
Mapa na escala de 1:50.000 com curvas de n íve l  eqOi- 












A2 880 880 0
A3
870 880 10









820 81 9 1
C2
800 820 20









D4 860 875 1 5
E1 830 825 5
E2 820 832 12
E3 830 821 9
E4 810 826 16
CAPÍTULO IV 
CONCLUSÕES
Tendo em v is ta  os resu ltados obtidos neste t raba lho ,  oji 
adotamos a equação rep resen ta t iva  de uma região da s u p e r f íc ie  f í ­
sica da Te r ra ,  podemos conc lu i r  o que se segue.
0 p r ime iro  passo decis ivo para a t ing irmos o nosso ob je­
t i v o  e aquele no qual procedemos a escolha dos pontos fundamen­
t a i s ,  que definam a a l t im e t r i a  da área em estudo. A escolha dos 
mesmos ê de cap i ta l  importância para a representação e fe t i v a  do 
re levo e para a precisão de que necessitamos no cá lcu lo da a 11 i t j j 
des. 0 bom senso, a hab i l idade  e a precisão do operador nesta es­
colha são fundamentais.
Escolhidos os pontos fundamentais, deparamos com a den- 
s i f icação dos mesmos, is to  e, o número de pontos tomados i  s u f i ­
c iente para a precisão desejada? A curva do t ipo  da f i g .  2 nos i_n 
dica o número de pontos a serem escolhidos para uma determinada 
discrepância média. 0 c r i t é r i o  adotado neste t raba lho  onde consi- 
deramos que numa amostragem 30% dos oontos devam possu ir  um des­
vio menor ou igua l a meia eqü id is tânc ia  e pass íve l de a l te ração 
dependendo do ob je t iv o  do usuár io do método.
Def in ida a dens i f icação , através da equação da topogra­
f i a ,  obtemos as a l t i t u d e s  médias dos compartimentos e com as mes­
mas calculamos a correção do te r reno .
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Concluímos assim, que dentro de certos l im i t e s ,  is to  é, 
quando estivermos in teressados em obter a l t i t u d e s  midias o método 
aqui desc r i to  encontra a p l ic a b i l i d a d e  no campo da Geodesia F ís ic a ,  
não sÕ na correcão do te r reno  como também no cá lcu lo  das correções 
is o s tã t ic a ,  topo- iso tá t i  ca e, a inda, em outras in te rpo lações de sju 
p e r f íc ie s  em ge ra l .
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CÜhF A R A C A U Ti A A i... i I •? Ü r* t. C A L C U L A .D A C Ü M A 0 £t T 2 ü A 0 0 M A P A
D 2 nENS X ÜN 'A re. 5 > .<* P < 65) 9 C < *5  t bb > • D ( b D) .» £ ( 65 ) ? CE \ 65 * 65 ) * X ( 80 > .♦ Y < 80 ) 
1 • /. b0 1 » ZC s 80 ) ? b/.. \ 80 / .
LEX TukA DO NUi"iEF0 • DE P0 n T 0S A l »NDC '• c .NT A  I S t NUMER0 D'E
PONTOS DA AMOSTRAGEM E S i 'AS COORDENADAS.
RiiAP \ 2 s 9 N * M 
FüRii A r <; 21 >
RE AO ':2 f 1 0 X A < I > f I * 1 f N>
READ* 2 ? 1 0 ) < B < I ) p 1 * 1 »N)
RE AI» k 2.» 10,' v E < I  /> > I «1 f N )
FüEAD<2 f 10)< X ( I ) f I * 1 f M)
READv Z f 10; <Y< I ) f I * 1  f M>
RE A D ( 2 .* 1 0 ) < Z ( I > f I * 1 f M)
FO R M A T 13G )
CALCULO DOS COEFIC IENTES DAS MULT I QIJADRICAS
DO 50 1 * 1 »N 
DO 50 J * 1 f N
C í l f J )  = SQRT ( ( A v J ) - A ( I  ) ) * 2 + < B < J ) -B < I ) ) *.*2 )
CE t I f J ; =C<I f J )
WRITfc* ( 5 ^ 500 )
WRÍTE\5 f S 1 Ü M E < I ) f I * 1 f N>
CALCULO DAS RA IZES DO S ISTEMA
CALL A R PA Y (2 f N f N f N f N f C f C)
CALL S 1MG( C t E ?N fR S )
I F ( N o )600 » 600 r 601 
W R I T E ( 5 f 520)
WRI r t ( 5 f  510)  ( E t n  f 1 = 1 pN)
VER1FICACA0 DO SISTEMA
DO 60 J *  1 f N
D < J ) “ 0 *
DO 60 1*1 f N
D <J )=C £<.J f I ) * E ( I ) + D < J )
WR ITE<5 f 530>
WR1TE(5 f 5 1 0 X D < I ) f I * 1 f N>
WR ITE<5 f 700)
FORMAT i 1H1 f / / f 6 X f ' XF ' f H X r ' Y F ' , 1 4 X f ' C ' r 1 7 X , ' X ' , ? X r ' Y ' r ? X , ' Z ' /15 
1 X X Z C "  »13X> ' DZ ' *//)
CALCULO DA ALT ITUDE
DO 1 101 *1 f M- 
Z C ( I ) = 0 .
DO 110 J * 1 f N
Z C ( I ) = Z C < I ) + E < J ) » S Q R T < <A < J ) - X ( I ) ) * * 2  + < B < J ) - Y < I ) > * * 2 )  
D Z ( I ) * Z C ( I > - Z < I )
CONTINUE
DO 120 1*1 f M
I F ( N-1 ) 7 0 1 f 7 0 2 t 702
WR ITE<5 f 703) A( I  ) f P < I ) f E ( I ) > X < I ) f Y ( I - ) f Z ( I ) f Z C < I ) f D Z< I )
FORMA T < 4X f F 5 ♦ 1 f 8X f F 5 ♦ l  f 7X * F 1 4 . 7 f 7X f F5 . 1 f 5X f F 5 . 1 f 5Xf F 5 . 1 f  15X fF5  
1 ♦ 1 f 4 X F 5 ♦1)
GO Tü 120
W R 1 T E ( 3 f 7 0 4 ) X ( I ) f Y ( I ) f Z <I ) f Z C C I ) f DZ<I )
FORMAT( 50Xf F 5 . 1 f 5 X F 5 . 1 f 5 X F 5 . 1 f 15 X F 5 . 1 f 4 X F 5 ♦1)
CONTINUE 
GO TO 602
MENSAGEM DE MATRIZ SINGULAR
URI T E (5 f 540)
CALL E X IT
FORMAT<y 7 f 5F15♦7)
F0RMAT< /27X f 16H VETOR CONSTANTE f / )
F 0R M A T ( / 2 7X f 18H RA IZES DO S IS T EM A f / )
FORMAT</27X f 2SH MATRIZ INVERSA NAO DE F IN ID A )





C  LEITURA DE: NUMERO DE PONTOS FUNDAMENTAIS, SUAS COORDENADAS,










C  CALCULO DOS COEFICIENTES DAS MULTIQUADRICAS
DO 50 l=1,N 
DÓ 50 J=1,N
C(I,J)=SQRT((A(J)—A(I))**2+(B(J)-B(I))**2 
50 C E(U )=C (M )
WfilTE(5,500)
WRITE (5,510) (E(I),I=1,N)






C  VERIFICAÇÃO DO SISTEMA
DO 60 J=1,N 
D(J)=0,





700 FORMAT( 1 Hl ,//,6¥,'X F',11 X ,'YF’,14X,‘C',17X,'X',9X,'Y',//)
C  CALCULO DAS ALTITUD ES
DO 211 K=1,20 









DO 215 1=1,5 
DO 215 J=1,5
SOMA1=SOMA1+ZI(l,J)/25 
SOM A2=SOMA2+ZI (I .J+51/25 
SOMA3=SOMA3+ZI(l+5,J)/25 
SOM A4=SOMA4+ZI ( l+5,J+5)/25 
215 CONTINUE













1000 FORMAT(30X,ALTITUDESZ1 DAS QUADRÍCULAS'//)
1001 FORMAT(25X,10F7.1,/,25X,10F7.1,/)
1002 FORMAT(30X,ALTITUDES MEDIAS ZM DAS QUADRÍCULAS',//)
1003 FORMAT(15X,4F15.1//)
DO TO 602
C   MENSAGEM DE MATRIZ SINGULAR
601 WRITE (5,540)
602 CALL EXIT
510 FORMAT (",5 F15.7)
530 FORMAT(/27X,16H VETOR CONSTANTE,/)
520 FORMAT(/27X,18H RAIZES DO SISTEMA,/)
540 FORMAT(/27X'28H MATRIZ INVERSA NAO DEFINIDA)
530 FORMAT(/27X,23H VERIFICACAO DO SISTEMA,/)
STOP
END
PROGRAMA 2
